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第 一 章 预备 知识 ,Nevanlinna 基本 理论 


R. Nevanlinna 所 创立 的 值 分 布 论 是 亚 纯 黄 数 唯 一 性 理论 的 
主要 研究 工具 . AAHH ER Nevanlinna 基本 理论 . 

最 近 , 杨 乐 建立 了 几 个 精密 的 基本 不 等 式 , 解 决 了 Hayman 提 
出 的 一 个 著名 问题 ,并 给 出 导数 气量 和 的 估计 ,我 们 将 在 8 1.4 中 
介绍 他 在 这 方面 的 部 分 研究 工作 . 

R. Nevanlinna 曾 提 出 在 第 二 基本 定理 的 一 般 形 式 中 是 否 可 
以 把 常数 都 替换 为 小 函数 的 问题 . PE Dr de AR eT NE n Nn TL. 
N. Steinmetz 本 质 上 上 使 用 庄 垢 素 方 法 解决 了 Nevanlinna 这 个 著名 
问题 . 我 们 将 在 $1.5 中 叙述 着 证 明 这 个 结果 . 

R. Nevanlinna 关于 亚 纯 函 数组 的 一 个 定理 在 亚 纯 函 数 唯 一 
性 理论 的 研究 中 起 到 重要 作用 ,我 们 将 在 8 1.7 中 急 述 并 证 明 这 
个 定理 及 其 各 种 类 型 的 改进 和 推广 . 

要 在 本 章 中 包罗 万 象 地 列 出 全 部 所 需 的 预备 知识 , 既 难 以 做 
到 , 也 无 此 必要 , 故 在 以 后 各 章 中 对 于 所 需 指 预备 知识 ,我 们 将 分 
39205. 


$1.1. 特征 函数 与 第 一 基本 定理 


1.1.1 特征 函数 
我 们 先 引进 正 对 数 ， 
定 兴 1.1 XTzlojEX 
logr, r => 1 


log* x = max(logz,0) = 
0, Ox r«1 
容易 看 出 ,对 于 任意 正 数 > 有 


1 
= uz — Faa 
logz log* x log - 


设 函 数 AG) Elz <ER OLR) LEA, ETE Or 
R Nevanlinna ™? 引进 以 bos 

XX 12 mo, f) = i [log |A) |d. 

Rap oo) SE m Goo) JE AGO | 的 正 对 数 
在 |z] = 上 的 平均 值 . 

定义 1.3 N(G./D-— f na. 一 nOD dt + n(0, flogr, 
XX € onG. £O 表示 f E 0a 之 :上 的 极点 个 数 , 重 级 极点 按 其 重 
数 计 算 ,n(0, 记 表示 了 (tz) 在 原点 处 极点 的 重 级 ( 当 f(0) 关 oC 时 ， 
Wi nC, = 0). 

NG D ARRERA NG,f = oo) 3€, NCO, o), A FGO TR 
点 的 计数 函数 . 

定 光 1.4 Tr, D =m, + NN. 

To, P) 称 为 FG) Um M 显然 它 是 非 负 函数 . 

设 a 为 任 一 有 穷 复数 ， , 则 5 一 gE lz| SR EEH. 根据 上 
IEE X Nevanlinna? 引进 以 FUNEM. 


1 1 
定义 12 mogo) = za “og 


I 
|f re”) P l 
mir, pi) Ui» mir, f =a) R mira). 


Doi d 
PI MM er a a 


: 1 i 
十 n| y "TL a 


这 里 nt 二 TERE! 上 xz) 一 < 的 零点 个 数 , 重 级 零 

sein 0 | 表示 fG) 一 a 在 原点 的 重 级 . 
ny ; UID. i NL ; iex 

n(0, f = a) 或 n(0,a)， Nes yE P 有 时 记 为 Wir' =a 或 


"2* 


N (r.a) ,SkfE fGO Bj a SERET 
定义 1. 4' Tr jest. DNO 2. 


TC, T EN z) 称 为 czy —a HETER A. 


1.1.2 函数 的 积 与 和 的 特征 函数 


为 了 讨论 有 限 个 亚 纯 函 数 的 积 与 和 的 特征 函数 ,我 们 先 注意 
正 对 数 的 几 个 性 质 . 
设 zazy…*ar 为 六 个 有 穷 复 数 ,根据 正 对 数 的 定义 ,容易 推 
出 
log” | Il«l« Y log! la, | 


j=1 


及 
log' | 935] l< Yee la;| + logg. 


Pl 


于 是 , 若 FG m 1.2.0) S p^ |z| < R 内 的 亚 纯 画 数 ， 
则 对 于 0 过 r+ 之 及 有 


$ P 
mir, [S Erne, f) (1.1.1) 
;=1 i=} 
及 
P P 
mi, 1f) « Dyma, f) + log. (1.1. 2) 
j-21 了 一 | 
ESF Or R REUS 
p b 
ne JA S $1264» (1.1.3) 
jal j=1 
ER 
? z Ê 
n(r, f) S S nG f). 0.1.4) 
j-1 7 一 1 


EDORIAAUXPPI«OARSRÉÁUN logel2 0.0.1.2 及 
(1. 1. 4) 即 可 导出 
P P 
Ner [D « DENE, fp (1.1.5) 
j=1 j=l 


+3. 


及 


NG, 3 < ENES). (1.1.6) 
TAS AO-1D012,0:1.9, X. 1. 6) 即 可 得 出 不 等 式 

Tc. [I < < Y. f) (17 
3 AR fi 

TG. Sf) sS ETS + log». a.1.8) 


je1 j=l 
EJO oC -1.2,-.2). 0] x 0r R,JAG.1.3 
A O.1. 4) 也 可 导出 (1.1.5) 7$ (3.1. 0. FÉ CI 1.) I O.. 1.8) 
也 成 立 ， 


1.1.3 Poisson-Jensen 公式 


在 Nevanlinna 理论 中 ,下 述 Poisson-Jensen 公式 起 着 十 分 重 
要 的 作用 . 

定理 i.1 HRAS GO E [E] SCR COR « 00) EEH, a,l 
= 1,2, M), b w — 1,2, ND AE BIDS FOD E ERARE 
点 和 极点 .- 若 z — re A E LR PAS Sj a, b. TROC] EE E — n M 


r > AEn 
log! f G| = 5; d log if (Re) | 元 一 R—r 


2Rrcos(B 一 p) 十 d 


- Xog exe B 


b,x 


(1. 1. 9) 
证 . ”我 们 区 分 三 种 情形 . 
D 假设 AD E) «REA MUR BC 


和 logy(b) 在 I| < REE, TE Cauchy 公式 有 
logf (z) = m - ANN qe puros Ont. (1.1.10) 

在 上 式 中 ,将 圆周 I£| 一 R 上 的 点 以 f= 二 Réf « e 20 表 之 ， 
"dn 


于 是 人 1.1. 10) 变 成 
RU 


"n n l ji KF— zRmos(— ES Re dg 
(1.1.1 
取 实 部 , 即 得 
log |/(22| = zz i| log | f (Re? )| g— — B x 9 十 e 
(1-1. 12) 


于 是 (1.1. 9) 成 立 . 

2) 假设 Fi 仅 在 El 一 尺 上 有 零点 和 极点 ,在 此 | 之 RR 内 无 
零点 和 极点 ， 

此 时 , O1. 1.100 式 右 端的 被 积 函 数 仅 仅 具 有 对 数 奇 性 ,因而 
积分 仍然 有 意义 . 在 每 个 零点 和 极点 处 ,只 需 对 积分 线 贺 周 [5] 一 
民 箭 许 作 些 改动 ,然后 通过 极限 过 程 , 即 可 证 明 (1. 1.12) 式 成 立 ， 
从 而 (1.1.9) 式 也 成 立 . 

3) 假设 FOD EIE  R AKFA aC 1,2, M) 和 极点 
by — 1,2, N). 

B 

UE 
FO» = fH EE TIEFEN] RE 2) ; (1.1.13) 
b R*—abi 
5 5 A, FG» 在 IER 内 全 纯 , 且 无 等 点 .对 五 此 ) 应 用 人 (1.1. 12) 
A AERP, E = Ret, jaj < RTT, 


gain _ etel. |R te: 
R!'—at| ,R—ae*| |R-—a*| ' 
则 得 到 
Us zm E Rap 
log 1F(z)| = 这 f log |f (Re) | Rr —] 8 cos (0 一 D Ta 


(1.1. 1D 
由 (1. 1.13) 得 


R(z — b.) 


n 
log F(2)| = log| f) | 十 Y log 


x e| Es 
将 此 代入 (1. 1.14) BE. 1. 9)， 
定理 1. 1 中 的 公式 (1.1. 9) 是 复 分 析 中 的 一 个 重要 公式 ， 由 定 
理 1.1 可 以 推出 
F1. 在 定理 1.1 的 条 件 下 ,车 f(5) 在 |8| 二 R 上 没有 零点 
和 极点 , 则 对 于 任意 点 z,|z| 二 rr 之 RR, 有 


log lf(z)| = x [log (we) | g;— ER eT zdp. 
(1.1.15) 
这 就 是 Poisson 公式 . 
R2 在 定理 1.1 的 条 件 下 , 若 了 C0) 25 0,00, Wl 
log f()] = È js IFLR") |dg 
一 Sos E p Syiog JET (1.1.18) 


这 就 是 Jensen 公式 . 

ESO 一 0 或 ce, 设 大 0 在 原点 邻 域内 的 Laurent 展 式 为 

JOD -—- et 十 cue Toce 63x0, 
显然 有 
i n(0, 3) — nO, f). 

命 
J/ FEY, tuo 
ma t = 0, 
BRLLO E IEI  R EXEPE. HgO 360,00. Xf g C Rz Jensen 
公式 (1.1.16) ,并 注意 到 [g CR) | = |f Ge) | , 则 得 

loglc| + nogR = d- [iog |f (Re) de 


gH = 


aĝe 


— D log RE 十 5 log TT: 


ccla l<R EA 0« 15, «cR 
即 
1 Lp ip 
log |e,1 + nO, -g)logR x f log |f (Re) | de 
— M log Eu 2 log c + nCO, PlogR. 
Hu 


o«cla IR fa, | O« ib, iR 


(1.1.17) 
这 就 是 Jensen 公式 的 一 般 形 式 . 


1 1.4 第 一 基本 定理 


引 理 1.1 BSO dE Iz R (OR « o0) EEA, ARA 
邻 域内 的 Laurent 展 式 为 
f(z) = caz’ + Cap + tt, 0 # Ô, 
则 对 于 0 <i:r < RE 
TN — TG, + loglal. dob 
dE. — dae 1.2..MD.b, (o — 1,2, NO 分别 为 f(z) 
EOS iz| 之 r 内 的 零点 和 极点 ,由 (1.1.17) 得 
log|c,|] + nCO, S logr 一 x 站 eglyxoem ido 


M N 
1 r r 
-— 2jlog Pe 十 2 ;log TET + a(,.flogr. 


Q. 1. 19) 
注意 到 


m 2x 2 
5 £ log | fre?) ]d6 = x k log* |f Cre”) |d 


=L NT. —— 
2m jo jf Cre?) | d 
n(t Ly — n(0 zy 
P uA 


M y 

1 

log [一 = 一 一 一 
MI o t i 


N 
"uso r o 0 Fre, Dn, 
2log yn a ES dt. 


于 是 (1. 1. uai cds 
log | ci| uc 2 og* Tem FIC Yid 


n NES spit: E 
«f j Í 4G, olg 


= 去 [ogt feag - [ 88D — 29D 


+ nCO, iogr， (1.1. 20) 

使 用 特征 函数 的 符号 ,(1. 1. 200 即 化 为 (1.1. 18)， 

ARO 1. 18 表示 了 亚 纯 函 数 f(z) 与 3 的 特征 函数 之 间 
的 关系 ,这 是 Jensen 公式 的 另 一 种 写法 ， 所 以 也 称 它 为 
Jensen-Nevanlinna 公式 ， a 1. 18) XAJ L HÈ h EAE A 4 
f(z) 的 特征 函数 了 Cr, 了 ) 与 产品 一 -的 特征 函数 T(r,7 二 二 ) 之 
间 的 关系 ,这 就 是 下 面 Nevanlinna 关于 亚 纯 函 数 的 第 _ 基 本 定理 . 

定理 1.2 设 f(z) 于 |z| <R 000 KEH. E a 为 任 一 有 
穷 复 数 ， PRE 


Trq =) = T(r, f) + logical + elae,r), (1. 1l. 21) 
其 中 o 为 ri 一- 在 原点 的 Laurent 展 式 中 第 一 个 非 零 系数 ,而 
RON logt |a| 十 log2. (1. 1. 22) 


WE. "Ty 应 用 公式 (1.1.18) 有 
TG. yÈ — = TG. — a) + logal. 


再 由 (1,. 1.8) 得 
T(r,f —a)  T(r.f)-- logt ja] + log2 
及 
Tr) -T(G.f—ad4-a) | 
m TG,f —a)--log* lal 十 log2， 
便 立 即 有 定理 的 结论 . 
公式 (1.1.21) 可 简单 写作 
"T 


bn 22 —T(r,f) + O(15. (1.1. 23) 


TERE. 


1.1.5 Cartan 恒等式 ,级 
为 了 获得 特征 函数 的 一 些 性 质 ,我 们 需要 Cartan ™ 的 一 个 恒 


等 式 ,为 此 先 证 明 
9|R 1.2. 设 a 为 任 一 有 穷 复数 , 旭 
fogla — e" |dà = log* |a|. (1. 1. 24) 


iE. 当 & 二 0 时 ,(1.1.24) 显然 成 立 . 当 |a| 渤 1 时 ,a 一 z 
在 |z| «1 i Wt Jensen 公式 得 


loggla = + 2 log|a — e” |d6. 
2 0« |a| « 1mb.a E. lz| < 1 内 有 一 个 零点 a 而 无 极点 ,于 
是 由 Jensen 公式 得 
logla| = d ["togla — e" [dà — log ji 
这 就 证 明 ,无 论 在 哪 种 情况 都 有 (1. 1. 24). 


定理 1.3 HAX) H |z| <R AKE, H A0 o, 
XPPOrL-Rd 


Tir, f) = à [Neyi 25:148 + log* {fC0)|. (1.1. 25) 
XE. 对 f(z) 一 e*RNEHI Jensen 公式 有 


log| fto) — e”) = dc [log fere — erldp 


十 cr, 太一 NGFL La). 
再 对 0 积分 ， 关机 的 和 分 次 Ri 
as [ogro — etla6 t fE fioglfoen 一 LL 


«9e 


NOD - [Ne pipas. 
应 用 引 理 1. 2, 上 式 左 端 为 tog+ 1/00 1 Ert SS UON 
z [log* |f ire”) |do, 


Bl mir FÆTI. 1.25). 
(1. 1. 25) 称 为 Cartan 恒等式 . 
d fO = oo0, 设 
f(z) = ez? + ceat! Hb n, ea EO 
jj A« 0o. Bi OO. 1.175 得 
log lol = d [teniferem — etlag 


+ NOD — NG G3. 
与 前 面 类 似 , 可 得 公式 
Te -li[p NC jdé--legin|.  (Q.1.26 


由 (1. 1.25) x 1.26) 可 得 下 述 
系 1， Tor, f) Èr ERAK. 
R2 Tir, J) logr E iE X. 
证 . 1.25) 与 C1, 1. 26) 可 得 


dT rsy f) l Ca) 
EL mE f nC. 7 —À EE z) dð. 


TETO, A) $Æ logr I cS eR f. 
下 面 我 们 引入 级 的 定义 ， 
定义 1.5 iS) 是 在 (royco) 定义 的 实 泪 数 , 其 中 ro Z0. 
x SO CHRT d ou 则 它 的 级 4 和 下 级 产 分 别 定义 为 
asm o8- an es log" Sr) 


r 一 = = logr 
由 定义 1.5 显然 有 td uU SAX oo. 
设 f(z) FTPPE EAE WT Gf 是 (0,ce) 内 确定 的 实 函数 ， 
且 在 此 区 间 上 非 负 与 非 减 ,于 是 按照 定义 1. 5, T G0 有 级 与 下 级 . 
定义 1.6 d GO 于 开平 面 亚 纯 ,f(z) 的 级 4 与 下 级 分 别 
` 10 - 


定义 为 了 Cr， 万 与 下 级 , 即 
A - E! og ue D, g = lim Dg Tf) 
ro sr ogr 


1.1.6 区 函数 的 特征 函数 


设 f(z) 为 非常 数 整 函数 ,考虑 最 大 模 
Mir, f) = max |f) |. 
下 面 给 出 M. 5 TIG. 的 关系 ,我 们 有 
定理 1.4 设 f(z) 为 非常 数 整 函数 , 则 对 于 0 包扎 尺 一 ce 


TJ) Llogi Mir. D x 十 TITR, f). (1-1. 27) 


i. 因 f(z) 中 非常 数 狼 函数 ， ANN = TEAN = 
mG A) amer D REX, BRA 
TG.f) «log* Mir, f). 
即 (1.1 27) 的 第 一 个 不 等 式 成 立 , 下 面 证 明 (1.1. 27) 的 第 二 个 不 
等 式 成 立 . 
当 Mr, N xL 时, (1.1.27) 的 第 二 个 不 等 式 显然 成 立 , 当 
Mr AN 2 18. d |f(zo)| = Mr, f), Kr z = re. 应 用 


Poisson-Jensen 公式 ,并 注意 到 | PA M 
log* Mír. f> = log |f(z,)| 
< gy |, oni g 


R- 
一 2Rrcos (f — p) + r? dp 


R Zx 
g RET. 去 上 log* | F(R”) |do 


COR—r 
| RAR-cr 
二 天王 STR, P), 


RPA. 1.27) 的 第 二 个 不 等 式 成 立 ， 
1.1.7 ”有理 落 数 的 特征 函数 


设 (zx) 为 非常 数 有 理 函 数 , 邵 可 设 
? lle 


_ apf + apit ! b b as 
yu Ce E (1. 1. 28) 


其 中 LAC 0) £O, 15 sto TXC 0) bay T" 是 有 穷 复数 ,p d^ 为 
Efe. BP 十 9 zm 1,O. 1:28 式 右 端的 分 子 与 分 母 没 有 公 因 子 . 


容易 证 明 , 当 7 充分 大 时 


(p— gogr +O), p29,.- 
mlr:f) = 
OOCD, LES 


NG, f) = glogr. 
TE 
T(r.f) = max(p ,9)logr + OCI). C1. 1. 29) 

我 们 下 面 证 明 

定理 1.5 RIG) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 ， 则 
"D = (1. 1. 30) 
XE. 分 别 两 种 情况 . 
1) fa) 没有 极点 , 故 为 一 超越 整 函数 , 设 


f(z) = S aet. (1.1. 31) 


n0 


因为 f(z) 为 超越 整 函数 , 故 在 展 式 (1.1. 3D. 中 有 无 穷 个 系数 a, 
不 等 于 0. 根据 Cauchy 不 等 式 有 
lanl s; Mir, f) G2»0,50,1,2,-. 
故 对 每 一 个 正 整数 上 有 
lim Cr) B 


f—e2 


于 是 
lim log C f) > k. 
= logr 
再 由 的 任意 性 即 得 
lim lega Cof 2 A (1. 1. 32) 
EON ogr 


由 《1. 1.270 3X EEFE R = 2r, 得 
log* Mir, f£) x; 3T (Gr. f). 
. 12 . 


再 由 (1.1. 322 , HD f C1. 1. 30 式 . 
20 f(z) 有 极点 . 
先 假 定 f(z) 有 无 穷 个 极点 , 则 必 有 
lim MeD — (1.1.33) 


因为 我 们 有 
NEED ENEA) — NON zmnG,Dlogr (2 D. 
Bi. 1.33) HAA. 1. 30) R. 
现在 假定 f(z) FUBUS OETHR 5,6 1,2, 它们 的 重 级 
分 别 为 m0 — 1.2. 0. f 


plz) 一 Ii (z — bY", gi = pQG)Df(). 
则 g(z) 无 极点 .又 由 于 f(z) 为 超越 亚 纯 函数 , 故 5Cz) 为 超越 整 


应 数 ,属于 第 一 种 情况 ,所 以 


lam Tog). GG 
re  logr 


另 一 方面 
Tsg) & TG. p) t TG, f£) S mlogr +e - TG f.m D 
其 中 = 22m, 并 且 c 之 0 为 一 常数 , 故 有 (1.1. 30) X. 


从 定 理 1.5 & 2.1.29) 式 我 们 可 得 
系 、 设 f(z) 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 , 则 f(z) 为 有 理 
函数 的 充分 必要 条 件 为 


. 1.21 第 二 基本 定理 


为 了 证 明 第 二 基本 定理 ,我 们 引入 一 个 引 理 , 这 个 引 理 本 身 也 
"13. 


是 有 意义 的 ,以 后 勾 常 用 到 . 
引 理 413 B/C) H |z| LR AEREA a; C 一 1， 
2;… ,9g) 为 9 个 判别 的 有 穷 复 数 , 则 对 于 0<r 近 只 有 


mo, yl = Xe 2-00). (1. 2.1) 


F(z) = Nu X 


y= 


WEG. 1. 2) 得 
mlr, F) < Smr p + logg. (1.2. 2) 
我 们 再 寻求 加 rr 下) 的 一 个 适当 的 下 界 . 设 


min ;ai 一 al 一 人 
leg 


显然 3> 0. 设 = 为 任意 一 个 固定 点 , 则 有 两 种 情况 : 
1 在 一 1 2. 9 中 有 一 个 有 (1 SRS g) 使 


2g” (1.2.3) 
于 是 当 j 关 点 时 ， 
[fz) — a,| = |f(z)— a; + a4 — al 
> ja, — a;| — [f(z) — a| 
4 _2g—1 
二 
从 此 及 (1. 2. 3) 即 得 
"PM = 2g 1 . 1 
HOETA < TG a (29 


所 以 


s 


1 1 
FO rey 2l |f (2) — a;l 
p 

pem NEMPE. Ludi USES SNR 

7 Mi»-—al 29—1 e al 
1 

> FD -—al 

从 此 有 妈 得 


。ld* 


logt |F(2)| > log* IK — log2. (1.2.5) 
从 (1.2.4) 得。 | 
4 1 4 29 
MEER N c cT 
2jlog MOTT < 2log (24 — D$ 
jx p 
« glog* 经 
从 此 及 (1.2.5) 即 得 
: 1 2g 
log+ |F(z)| > * log* —z— ———4 — qlog^ 52 — log2. 
2; E F&a] 198 g 9s 
(1. 2.6) 


2) Æ j — 1,2,…,g PEÆ— BE RO x Rx q) 都 不 能 使 
(1. 2. 32 成 立 , 即 有 
分 


fé — ad S (j = 1,2," ,9), 


e] 


于 是 有 
z : 1 2 
2log Fa a] = X glog* a, 
此 时 (1. 2.6) 也 成 立 . 
在 (1.2. 6) PS z = re”, FJ 0 8| 2a Xf 01 ERRA 27 即 
f8 


m(r,F) > Mee. dc — glog* E — log2. (1.2. 72 


从 (1.2.2) 及 (1. 27. 7) OMM 15. 

Fi AXXRJ3PUEHITS ARER. 

定理 1.6 设 f(z) 为 |z| < 之 R 内 非常 数 亚 纯 函数 ,a;(i 1. 
2,4) ÀJ qGe 2) 个 判别 的 有 穷 复数 , 则 对 于 0 过 + RO 


mif) Pmt 1 «zTG.) — NG) + SCr,f), 
i=l 


$ 


(1. 2. 8) 
这 里 
Ni(7) = QNG.D — NGE, P + NG d (1. 2. 9) 


»*15* 


2i £ SR UR 
SN = my) Tei T + OOX. (1.2.10) 
W. d 


F(z) = > FI pr 
根据 引 理 1,3 得 
mG,F) 一 Yme) + 00). (1.2.11) 
J=) j 
另 一 方面 


mG,F) «imi, PF) 十 mG 
«m, PF) d TG, f0- NG, 5) +00). 


(1. 2. 12) 
注意 到 


T(r,f) —mír,f') cTONG.P) 
Kmr, f) + m) HNG, f) 
= TAN 十 m, n) c OS G,P)— NG, J), 


(1. 2. 13) 
Hi CI. 2.11), C1. 2.122, (1. 2. 13) 即 得 


mof) + Dimri p LTE, f) 


P1 


= [2N c. NG, P) 十 Nc.) 
ud +a D p ; +00), 
这 就 证 明了 定理 1. 6. 
1.2.2 第 二 基本 定理 余 项 的 估计 


为 了 以 后 的 应 用 ， a 1.6 PRR SO, Sf). 
为 了 估计 Str, 力 ,我们 需要 研究 m, b) 的 增长 问题 . 它 由 下 述 
* 16- 


引 理 所 表 达 . AFG = (log 轧 ,所 以 也 称 为 对 教导 数 引 理 , 它 在 
Nevanlinna 第 二 基本 定理 里 起 着 关键 的 作用 . 这 个 引 理 本 身 也 是 
有 意义 的 ,我 们 以 后 经 常用 到 . 

为 了 以 后 应 用 ,我 们 只 对 开平 面 上 的 亚 统 函 数 的 情形 进行 讨 
论 ,对 于 其 他 情形 ,可 参看 Hayman. 

引 理 1.4 设 f(z) 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 印 数 , 生 fC0) 二 
0,oo, SD X9 P0 <r R o8 

mo. T) < dogt T(R,f) — 8log* R 


l— + 4log* R 


+ 2log* L + 4log* log* FO +10. (1.2.14) 
证 ， Bz Ail RÜN—A. CREC) 的 零点 和 极点 , 则 
IS log (z) - buta 2 


gy mmu zin log |/CRe*)| È RE 


Rè —5 
- Mesa T "wn 
Hha, —1,2,-, MD, Loc. 2, MN 分别 为 f(z) 在 |z| < 
R 内 的 等 点 和 艇 点 . 容易 看 出 ,g GO 也 在 z 的 邻 域 内 全 纯 . 注意 到 


mos .49 


Re [e t| R? — rp 
Ré*—s| R — 2Rrcoslp — 8) T 5! 
其 中 z = re”. gu. » 9) Bi fa 
logi f(x)] = => zl. log f (Re'*)| - iA TE de 
AR — bx | 
i UE Km + Mos RG — bh) 


TORELA- RERO logre) FII g GO E 的 领域 内 实 部 恒 等 . 由 全 
纯 函数 的 性 质 ， A ER 个 常数 , 即 


log/ (2) =l zin log l ACRE IR Re t zap 


R? — bz 
- MAS a 5 十 oe 起 二 的 RG by + ic. 
(1.2.15) 
.]17» 


通过 解析 延 拓 知 ,(1. 2. 15) 式 在 |z| < 下 成 立 . (1. 2. 15) 两 端 求 导 
数 得 
Ju. ox. [9 RN 2Re'* 
fx) 2m | log If CRe | cgi — zt 
i la,|* — R? $5 [At — Rt 
之 (z 一 a,) CR? — az) X 2; (z — b(QR! — bz) 


(1.2.16) 
当 |zi —rHf, l 
2Re'* 2R 
[mer 9 S Rr 
EAK 一 g* | RiR? 一 | -| 2 [| R*—a,x 
G—apQ' —a0!^ |R'—azl [RG a) 
R R'-asg 
SO (QR? Rr)? R(z — a) | 
| R*- ax 
rg R(z—a,|' 
jaj RE 
cx Bp RR Lr R R? — bz 
| Cz — bR —52)j >R rPI RGz— 6) | 
于 是 由 (1. 2.16) 即 得 
R r . 
Z8] |S RI -| 让 f |log| /CRe'') | | de 
R — a,z 
/|RG — aj) +O 起 一 千 上 (1. 2.17) 
但 


Dr 
i f llogi ftRe | {dp = m(O, P 十 ma, d 


< 2T(R, f) + log FOT 
因此 由 (1.2. 17) 得 
log* LO 


Fay |< leg? Ry ry + log* 2T(R,7) 
+ log* log* E + pul Rar 
[FC0)| PET R(z—a,) 


a jB- 


+ Yo? ES BE | logfa RA) 十 nCR， J) +2}. 


> 2.18 
A TRUGL I 应 应 用 Jensen 公式 ， 并 注意 到 | 成 -一 “全 e| 
1, 则 有 
R az 
log TaT m OR ey) + loe" Ta: 
ex 
M 
a E feu 
n-1 #=l x 
— xe. 1 
一 N(R, H NG, F). 
同 理 
一 
"| nRa IST NOD — N(r, f). 
由 (1. 2.18) 即 得 
mrb) < 2log2 — log + TG, 


+ log* log HNR D- NG.f 


EON 
de NGA) = NGF) 4- log n(R,f) + n(Q I) 4 2). 

取 2 使 满足 > p R, XE pE. 由 上 式 , 显然 有 

tT, f) 


+ log* log* TOI +N, — NOG) 


HNE 一 NO, 了) + logilo, f +n, $) + 2. 

(1. 2.19) 

下 面 估 计 ntt) = nat, N 4- 2C, F> WS nG) AAAA 
HO NG.8 


NCR) È F nD > ne) ,REP 
p t R 


» 19* 


有 
R 1 
n(p) < g NO < Rs{2TR, f) ~ logt TFT 
TÉ 
1 
log’ in(p) +2) & log" R + logt gU p * leg* log* FOI 
+ logt T(R, 十 M (1. 2. 20) 
BPONG) Æ logt HORAK DUE O0 rec RUN 
NG) — NGO zN TS NG 
loge — logr © logR —logr ' 
Rp 
lo £ 
N NOS N(R) 
log — 
又 因 
L [er 
log pr [ t s p 
R dt. R—r 
lo e | 17? R 
S 
No) - Nos. E TG Hrb e 
t r R-r ; ` FICHI 
W o di 
prd QE EE : 
: + 上 . 
2R(T GR, f£) + log [fo +1} 
则 有 0 之 r+ 之 p< 之 RR 且 
NOOO) — NG) «1, (1. 2. 21) 
及 
em ol x 1 & : 
—, &log* z tog! p7; t log R Flog? T(R, fP) 


1 
+ + 
+ log* log FIOI 十 log6. (1.2. 22) 


-20* 


PRA E NE T E o ui 


从 而 


cd 
logt Rs < log2 + logt R d Tz (1. 2. 23) 
将 C1. 2. 200, (1. 2. 21), (1. 2.22), (1. 2. 23) RA (1.22.19) 即 得 


f£ 
mír,g ? < 9log2 + ?log3 + 1 + 4log” log* IRO 


1 z 十 logt R 


+ 2iog - 上 + 3iog+ 
十 4log™ FCR, S). 
由 此 即 得 (1. 2. 14). 
当 /《0) 二 6 战 品 时. 设 在 z 一 0 附近 
Fz) = egt hangt oee, 0), 
€ g) 一 2 f(z), 则 gg(0) Æ 0,95, E ESI 
/f(z _ à go 


R 


fa) z gz) 

对 mo. 5) TIIR 15 FOE ms Io 也 可 得 到 与 (1. 2. 14) 
类 似 的 不 等 式 ,所 以 对 引 理 1.4 的 应 用 来 讲 , 可 以 不 必 顾 虚 / (0) 
zi. | 

EJE L4Xm. BPR] logtTR A.A P 
处 理 这 -项 ,我 们 还 需要 关于 单调 函数 的 一 个 引 理 , 这 个 引 理 本 质 
上 是 属于 Borel 的 . 

引 理 1.5 iT God mr«os 上 是 连续 、 非 减 钱 数 , 了 (ro) 
PEN T ries E, JUR 


-|< T0), (1. 2. 24) 


tu 2! 
且 的 线性 测度 不 超过 2. 
证 . 车 (1.2.24) 式 在 7 所 7 之 oo 上 恒 成 立 , 则 引 理 已 成 立 ， 
& Wig E, 948 (1. 2. 240 式 不 成 立 的 r( 宇 ro) 的 集合 . 因为 TCr) 是 
"21* 


连续 函数 ,所 以 元 。 是 闭 集 , 记 
miní(r;r € E) Ui =r, 十 TG , 


. ; ; 1 
r, 一 min(r;z € Ei N ri) ,rs — n TG 


车 ,有 无 穷 个 , 则 {r~,) 不 可 能 趋 于 一 个 有 穷 的 极限 T+, 否则 ,由 
FPrS noeud GUEST f 


T 
4 no» oo, SEBOETE K imr, = co. DE 
E, € { Ü Erari] : E 
1 


NO LL 
mesE; x 2,(r,—r,)— Y mA 


z £z TG 
注意 到 ~ = 0.2.70 都 属于 E, 因此 

Td zmTG. 0miTG.Qme£mvTTGD e£. 
于 是 


mes E, x 


n=1 


由 引 理 1. 5, 引 理 i.4 可 以 叙述 为 
引 理 1.4 iE foo 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 , 则 当 
f(z) HARR 


m, T) = Ollogr), (r9, 
当 f(z) A359: RE, 
mis b) = O(logtrT(r,f)))Gr—o.r€ E. 


这 里 E。 的 线性 测度 不 超过 2. 
-22> 


uE. — 34 f(z) 的 级 4 为 有 穷 时 ， 
TG.» x t, (rc fO). 
存 引 理 1.4 PRR — 2 i 


mlr, p) = Ologr) (r — o0). 


85 f(z) 的 级 为 无 穷 时 ,存在 ”rm ET 0/0 291. R31 5,48 
EF Tr D 的 除外 集 为 E:;, 则 mesEs S 2.24 r € E, 时 , 取 
m l 
K zx TG.f) “有 
$i (re) = OllogirT(r,f D) — (r-eo,ré E). 
应 用 引 理 :.4'.3€ (6 S ETUER TEEM. 
定理 1.7 RJ) AAFEERI BC S On HH 
定理 1.8 中 的 {1,2.10) RE M f(z) APR BIIREGUE 
Sir, £F) = Otgr) (ro), € 1.2.25) 
当 fO 为 无 穷 级 时 有 
Si. f) = OtlogirT(r. fJ 0). 人 一 2 区 五 )， 
(1.2.26) 
iH Ed eTBSÓETUHEBSS. 
注意 到 , 当 f(z) X 党 数 有 理 函数 时 , 克 仍 为 非常 数 有 理 函 
FOET TERIA ki RRT 1. 于 是 


2 2 bs 
mír, į 


J 


34 f(x) AJRB ERO PEE RT Lp REPE 1.5 有 
logr = 0:ZG,f) (r — oo). 


:一 oC12 (rx ec). 


显然 有 
logt T'(r, f) -= oTr, f) Gr 一 eo). 
于 是 定理 1.7 也 可 以 叙述 为 
定理 17 设 f(z) 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,Sr, 亡 
由 定理 1.6 中 的 (1. 2. 10) 确定 , 则 当 f(z) 为 有 穷 级 时 有 
SG, f = o(TG, P)» (r ~— œ}. 
" 293" 


34 f) 为 无 穷 级 时 有 
SG, f£) =T r, f) (r—co,r € E), 

ixHOEdR—TOBGPERTEQUE SEG. 

BT a 为 有 穷 时 有 

mp la) TG4)— Neg +00). 
于 是 定理 1.6 也 站 以 叙述 为 

定理 1.6 设 f(z) 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 画 数 ,aj( 一 1， 
2,759) À q Ge 30 个 判别 的 复数 (其 中 之 一 可 以 是 ce) ,出 
MG Sc, 
这 里 N, GO (iln. 2.9) RER S GO 上 其 有 定理 1.7 中 所 表述 
的 余 项 的 性 质 . 


1.2.3 第 二 基本 定理 的 另 一 形式 
HARI) Fiz! €R) 内 亚 纯 ,a 为 任意 有 穷 复数 ,对 于 
0 «cr R RA nop 表示 在 lz] xr 内 f(z) —a 的 等 点 


个 数 ,每 个 零点 仪 计 一 次 , 它 有 时 也 记 为 nCr,f =a) Rala). 
XE 


(q— DTN < NNG, 


= l je ESO Æa, 
.一 一 一 . 
f 一 2 — 37/0 Sa 
- 1 m 1 
$ f ni, -) =a, — ) 
db im) E | a 
1 


- nO FZ z)logr, 
称 之 为 1(z) 一 “的 精简 计数 函数 ,或 记 为 Nr, 太 一 a),NCrya). 
类 似 地 有 nr DOR nlir, f = co) ,n(r,o0)) 以 及 NGAR 
Nor, f= oo), NG, œ)). 
下 面 叙 述 并 证 明 第 二 基本 定理 的 另 一 较 精确 的 形 式 . 
24 


定理 1.8 设 f(z) 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(j 二 1， 
2,«.9) 为 qz 3) 个 判别 的 复数 (其 中 之 一 可 以 是 oo), 则 


(q — DTEP < DNE a D ESED, 


RESC, S) REELT RREA, 
WE. — PIRE 1.85 有 


( — 22T GP < 3 NG AMD =N t 8G, 
ji d 


(1. 2. 27) 
HH Sir, f> EET 7' 中 所 表述 的 余 项 的 性 质 . 
Fix ce NO) HER. 
Yu: = ZnG , f) ~ n(t uf 十 n. «DU 


Air) = f maS 7 mO) h + n (Ologr. 
í 


再 设 lze | S E 处 有 一 个 类 重 极点 , 则 za(9 E zo 处 计 
算 k 一 1 次 . 嗓 车 a 为 一 有 穷 复数 ,f(z) 一 ea 在 zx 处 有 一 个 六 重 零 
点 ， 则 n, Ct) 在 za 处 计算 hl 次 . 于 是 - 


jns 1 . TN i 
2 p z MOS IN ELI (1. 2. 28) 
HCL. 2. 27, 及 (1. 2. 28) 即 得 定理 1. 8 的 结果 . 
L24 FAXA 


我 们 先 引 进 以 下 几 个 定义 . 
定义 1.7 BJ 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 任 一 
复数 .定义 a 对 于 f(z) 的 亏 量 (或 简称 为 亏 量 ) 为 


mriyi) i NG.*2—2 
laf) = lim 一 让 万 —1-lm-—mmL5- 
(1. 2. 29) 
容易 看 出 0 6(a; 站 寺 1 


定义 1.8 X 39.5 70,W 3X a PROS IEEE SE AGO 的 亏 
à » 25" 


值 , 它 也 称 为 Nevaniinna 例外 值 . 

对 于 更 精确 性 约 刻 画 ， REENA FES. 

定义 1.9 设 f(z) HAFA ERKEK, a 为 任 一 
复数 . 定义 


NG, 
ee 3 


了 H E KF 1 
Nl, Fa) Ns 


MM. TG. 
FRH, AI OKu f sl E 
1 
: ! . adr memes 
8a, f) + 8(a.f) Cm TD 
Nir. ri—) 一 页 (了 二 二) 
ze iim eNMISI NM fea 
ponit TG,.f) 
m m(r,a)- NG.a) — Nira) i 
< lin T(r,f) =la, f). 


根据 定理 1. 8 ,容易 导出 下 述 亏 量 关系 . 
定理 19 HSO 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 , 则 使 B(c， 
让 之 0 的 值 a 至 多 是 可 数 的 ,并 且 
2;:«. N - 0 G.f)i s DON) x 2. (1. 2. 30) 
SF Eua 
Ro 设 f(z) 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函数 , 则 f(z) 的 亏 值 
至 多 最 可 数 的 ,过 
$18G.f) « 2. (1.2.31) 


1.2.5 HERES TE 


设 f(z) 由 (1.1.28) 所 定义 . Wie p» 充分 大 时 
Nir, f) = glogr, 
» 26° 


No.) = plogr, 
Tír, f) = max(p,q).logr + OCD. 
B a 为 任意 非 零 有 穷 复数 . 则 
f{z) —a = 
sia Te i Foal AN ILU RT ND 
Di Bee -t BA 
PEH ox. 时 ， 


Ni) = max{p,g)iogr. 
i p= g jiu, ah Bj, 


IS ql = plegr, 


N oy nd < Dlogr. 


H EBB arf BOR RE BÉ OP s LEA E IR : 

0235 pq Hf, o dE /Go) 仅 有 的 亏 值 . 

(2) * p <q Ht, 0 GO BUG E15 fi. 

(3035 5 =q hf, rs 是 f(z) 仅 有 的 亏 值 . 
FERME 

EH 3.10 KIG) 为 非常 数 有 理 通 数 , 则 了 f(z) 有 且 仅 有 一 
个 亏 值 . 


31.3 关于 特征 函数 和 级 的 几 个 结果 


1.3.1 亚 纯 函 数 线性 变换 的 特征 函 孝 


我 们 下 面 证 明 特 征 函 数 的 一 个 重要 性 质 . 
定理 1.11 d fo fd e| <RAKEH, 又 设 g(z) = 
; 。27 。 


a) P pabed 为 常数 使 ad 一 be Æ 0, 则 对 于 0 «rx 


RÄ 
Trg) =T, f) + 00). 
— dg(z) +b 


证 。 由 于 fz) 也 可 以 天 为 /(z) 一 二 < 有 T cg 
仅 须 证 明 
Tér,g) STE + OOD,0 —r«R. (1.3. 1) 
事实 上 , 当 c 一 5 时 ,8(a o $0) 十 疙 .于 是 
Tian S TG S1 e by 


sz.) + log" A + log' E | 十 log2 
= Fir, f + OQ). 
BICI.3. D) 成 立 . 


A ec omt, 
: ad 
DES 
Ay s MP €. 
T(r,# —1 n T xd 
PED. e ad i l i| 
log | z E log^ | c [+ Ti rcp] + log2, 


(1.8. 2) 
[i 
Terpal TeS rakon 
DTus.f)leg^ isj + logt |d| + O1). 
(1. 3. 3) 
35$ 0.3.32 人 代入. 3.2). 即 得 (1. 3. 1). 
这 就 证 明了 定理 1.31 


1.3.2 ” 亚 绅 函数 多 项 式 的 特征 函数 


本 书 中 ,我 们 用 上 表示 + 在 (0,o0) 中 具有 有 穷 线 性 测度 的 一 
个 集合 ,但 在 每 次 出 现时 不 一 定 相 同 . 我 们 用 S Gn. 表示 满足 下 
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列 条 件 的 量 ; 当 fü) AERA, SG. zo(T(r,f)r-— oo), 
34 f(z) HERRN, SOC =T, r — o,r € EAR 
不 再 说 明 . 

定义 110 设 f(z) 和 a(z) 在 开平 面 亚 纯 . 如果 了 T(r,a) = 
SG, f£). Wk aGo 为 f(z) 的 小 函数 . 

对 于 亚 纯 溺 数 多 项 式 的 特征 沙 数 ,我 们 有 

定理 1. 12 CET HEU dr f(zx) 为 开平 面 上 非常 数 亚 
AERE IPC =at dca ft? 十 …… 十 an 其 中 ao 人 (天 0),ci…ya， 
均 为 了 的 小 函数 , 则 

TO, pÐ 一 27Gr 门 十 SCr 门 ， (1.3. 4) 
证 .不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 au E= 1. 
Ej.» —1B.0O.3.4) 显然 成 立 , 因此 由 


TOPIV STO, f Masa TG) TOO 


k=1 
«TG. d TG, J a) + sr,)) 
k=1 


和 归纳 法 得 
Tr AN s nT GP HSE). (1. 3. 5) 
下 面 寻求 相反 的 不 等 式 . 
显然 有 
Ni, BG) = nNG. DHSS), (1.3. 6) 
AT fir mert D. 在 圆 z| =r E. 3 
Alz) = max ae) |t (i = 1,2, ,2). 
对 于 + 的 轿 定 的 秆 , 记 ,为 0 蕊 9 之 2x 上 的 集合 使 得 | f(re*)| m 
2AGe'"). id E, 为 其 补 集 . 在 五 , 上 我 们 有 


l EEA E O 
Ip | = Ifl ILE v5 


a 
f 


Eri 1 H 
和 人 I 


| 


E 
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xl qs 
EE |f |. 
因此 

n*m(r,f) = mir, f") 


DE TOUT A IM 
= & f log Ilao + A IN PIT 


PR 2^ R £ i 人 N > 
<E ["tog* irp ldo+ È flog’ jzalao 


SREP HSG P). (1. 3. 7) 
由 (1. 3. 6), (1. 3. 7) 得 
To PUD Z nT(G, f) SG... (1.3.8) 


B (1.3.52, (1. 3. 8) 即 得 (1. 3. 4D. 
1.3.3 亚 绅 函数 有 理 式 的 特征 函数 


下 述 定理 本 质 上 属于 Valiron, 其 证 明 是 A. Z. Mokhon'kot® 
给 出 的 . 
定理 1.13 设 f(z) 为 开平 面 上 非常 数 亚 纯 函数 ,RC 有 ) 一 


Gt) Xen Pu) = Daf MAO 一 Yo RAUS S 


多 项 式 , Ra 0L (5, G0 13928. f£ I ERE E a, 00 天 0, 
b, x) Æ 0. Wü 
TG,RGDO) 一 maxfpd * T(r, ND +S, f). (1.3.9) 
证 ， RRR. TAR p 之 49, 因为 如 果 p 二 94, 则 考虑 


l 


TORD = Tlr, 5r) +00). 


RO 
则 可 化 为 我 们 所 假设 的 情形 . v E E ai 
PN = S,CÓOQCD +T: F) degs, = p — q,degT, — t <q, 
QU) e SYT UP —- TO) degS, — q — t, degT, 9 t « t, 
Tmf) -— S,COT, GOD 4- T, (f) ;degS,, = fm 一 加 -1， 
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degT, = t, = 0. 
HERP Qoo ETAK KE T. E0, HA 
PCf) -UCD --QCO - VC) =i. (1. 3. 10 
K'BUCGOO AVAN KAEDA, RREA hag, H u 
Sq — l.v& p -— 1E u = degU,v —degV. HF p +u 一 9 十 
vfülpizg dole 
反复 应 用 定理 1.12 和 第 一 基本 定理 得 


B PP) 
TORS =T 


STAD HTO, nr 


TQ) 
QCf) 
QC 
TC 


s TG, S,COD T TG.S; CDD T Gr, 


) + 00) 


= Tr, SDD + TG, ) + OOD 


Tap) 


T, To TOD 


STOS HTO, SA H o 


x epo T. a00D 
F 1 (rS, CÓ) 十 TG, T.CP) ) +O) 


= {p oT N + gmt TN 十 … 
-F Cta- 一 bm- DTO) TN SOA) 


= pT, J) + Sof). (1.3. 11) 
HERE > u RI IS uES GL. 3. 112 相册 的 证 明 方法 ,可 以 证 明 
T: To EEGA. 1.3.12 
下 面 证 明 相反 方向 的 不 等 式 . 


应 用 定理 1.12.5 0.3.10) 得 
i UDO RL 1 | 
Ti op T POP] Ep CPCÓ 
—TG,VOO- POP + OU) 
= (p MT TCD + SG,p). (1. 3.13) 
另 一 方面 ,应 用 (1. 3.125 可 得 
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UD Nir UD (Qo 
Ty BESIST non) tT r POR +00) 
a VD) ai PO 
- Te pd T(R +040) 
<TN - TG.ROP HSCA). (1.3.14) 
结合 (1. 3.13) 001. 3.14) 得 
TERED > PTE +SP). (1.3.15) 


B (1.3. 112 和 (1. 3. 15) 即 得 (1. 3. 9). 
由 定理 1.13 可 得 下 述 
R 设 f(z) 为 开平 画 上 非常 数 亚 纯 晒 数 . 


(eye a(xz)f(z) + blz) 
g cz) fz) + dlz)’ 


其 中 alz), blz) ,clz)yd(z) 329 f£ d o eS XE. H a(z)ad(z) 一 
5b(z)clz) Æ 0, Bill 

TGr.g)-—T.f)45SG,.f). (1.3.16) 

显然 上 述 系 是 定理 1. 11 的 推广 . 与 本 发 有 关 的 结果 可 参看 何 
EA- WERT. 


1.3.4 亚 纯 函 数 积 与 和 的 级 


为 了 叙述 方便 ,我 们 用 ADO 与 eO AERE HEBR SCA (GO 
的 级 与 下 级 . 关于 亚 纯 画 数 积 与 和 的 级 ,我 们 有 下 述 定理 ， 
定理 1.14 RSG) 5 g GO 为 开平 面 上 非常 数 亚 纯 函 数 ,其 
级 分 别 为 六 5j Ace). Bü] 
ACF * g) x; max (ACD AG), 
ACÉ + g) s max(ACÓ Ag))}. 
即 两 个 亚 纯 函数 积 与 和 的 级 均 不 大 于 两 个 亚 纯 函数 级 中 的 较 大 者 ， 
证 ， 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 
ACD) SKA) « oo, 
i t 05g SCR EEE SERT e — 0, FE R ERS n RA 
T, N arot, 
及 
a 32» 


T(r,.g)«re, 
注意 到 
Tir fg) x TG, D t TG... 
TEM r> RA 
Tir, fg) < 2r". 
AAF EE £> 0， 


mp MERGE?) Lodge x AGO -e, 


于 是 Aeg) SA). 

由 Tef +D STe, SJ)+HTEr,g) 十 log2， 
与 上 面 类 似 . 也 可 得 出 

ACÉ + g) x ACg). 

若 两 亚 纯 暴 数 的 级 不 相等 ,我 们 有 

定理 1.15 RI 与 g(z) 为 开平 面 上 非常 数 亚 纯 函 数 , 其 
级 分 别 为 4Cf) 与 AGO. LR AC 过 ACg), 则 

ACfg) = AG. AF +g) = AGD. 

Bp dn Ps 3E £8 e ECT 9H SE, EECPI SS 40092835 88 T- PAL rfj 
的 较 大 者 . 

E d o 8g 一 ("8) "让 及 AP = MCA), 应 用 定 
理 1.14 得 

Alg) xz max (ACfg) ACA) 
xi maxiA(Cg).ACA) 
== ACgD. 

FE Aeg) = AD. 

同 理 可 证 ACÉ + g) — Ag). 

关于 亚 纯 函数 积 与 和 的 下 级 ,我 们 有 下 述 定理 . 

定理 1.16 BE/GO 与 g(tz) 为 开平 而 上 非常 数 亚 纯 函 数 ， 
f(z) BRAAD g) 的 下 级 为 ee). 则 l 

ug) x max(ACD ug), 
BÉ + g) S max(AGO ,lg)}. 
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即 两 个 亚 纯 函 数 积 与 和 的 下 级 均 不 大 于 一 个 亚 纯 函数 的 级 与 另 一 
个 亚 纯 隔 数 的 下 级 中 的 较 大 者 . 
证 . 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 
A) «oo, plg) « oo. 
da — max (AGO ,AS)} .由 下 级 的 定义 知 , 存 在 一 co( 一 cc) 使 


十 是 对 任意 给 定 的 = > 0. 存 在 NL n >N, WPA 
TGr.,g) < 
由 级 的 定义 知 ,对 任意 给 定 的 6 之 0, 存在 尺 ,使 得 当 r 守 尺 时 有 
Tr «rot, 
Xr, —> oc(n — o). WEE NY n > N, ME rn >R, FER 
JGuf) rU 
注意 到 
Tr fe ETOD + Tr,g). 
Hj34 n — max(N,,N,) 时 有 
TG. fg) Erte p rnnt 
x 2n. 
这 就 导出 ,对 任意 >> 0, 
lim leg TO Sg) < lim PETE AO Ka e, 


T logr e f. 
于 是 
Cfg) s max (AGO ig). 

B TG. Tk) TG.) +T, g) ++ log2, 

与 上 面 类 似 , 也 可 得 出 
S + g) max(lA(f) ,A(g)}. 

定理 1.17 设 f(z) 5 g《z) 为 开平 页 上 非常 数 亚 纯 卫 数 ， 

FG) 的 级 为 1),g(z) 的 下 级 为 iG. 如 果 ACÉ) < gae), M 
uCfg) = peal f + g) — ule). 


证 ， 由 g= (fg) zx 及 ACE) — MC 记 ,应 用 定理 1 16 得 
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Hug) s max (gCf *g) AC) 
x; max(u(g),ACPO) 


= ug). 
于 是 Bg = stg. 
同 理 可 证 a 十 g) 一 un. 


定理 1.18 R/C) 与 g(z) XP TR ESETCRCOUE SE SR E. 
ftz) WRAAD .g GO 的 下 级 为 ee). S RE ACO < uGo V 
TGG,.f)-oG.g) (> œ) 
W. oce liag) — AC. w 
ALD «ACD te « p — e< ug). 
由 级 与 下 级 的 定义 知 ,存在 尺 , 使 得 当 r 之 RR 时 有 
Ter,f) xp 


ER 
To.g) > re 
故 
了 人 | p CoA ze) 
TG.g) "2 “ 
于 是 
: Ter, f) e 
im mr tds 
Bü 


TG. 230g) (r9). 


1.3.5 Doeringer 关于 级 的 一 个 结果 
W. Doeringer 证 明了 
定理 1.19 设 T (71.T,(r) 为 在 rr 之 x 之 0 中 定义 的 实 值 、 
非 负 ,不 减 的 函数 , 旦 
TiD = OCO'SG0). Gr -oo,r € E), 
ix E 的 线性 测度 有 穷 . 则 
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GD ig 877362 < [< lim dried 
logt TG) < lim logt T(r) 
logr s< m logr ' 
E T, G) 的 级 与 下 级 分 别 小 于 或 等 于 了 ,(r) 的 级 与 下 级 . 
证 . GO 不 失 一 般 性 ,假设 
ic ee 
TE OS EESERSOGERI e> 0, FE R max (r1), 05 ECC[R, 
co) ,使 得 
T) srt, XrmHR, 
TG) KT: C), 对 r+ € [R,oo)NE, 
H m = mes( 五 ) < oo, iX Hm 3€ E fj Lebesgue 测度 . 
XprlBRcCTmEAr€EOR(IBETRSUn. E ERK ar< 
rA ca r <m + Bi 


TOST OOD LET, O) x br) LE 
EI 


i) lim 


< oo 


ile 


Fi DU € 


7 
XE e — klm 十 e RAE r>R+m, 

T- xicr^* 
ESRB IEE e> 0, 


从 


— logt TG) 
于 是 lim — logr 
ERO 成 立 . 
GD 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 
. log+ 了 人 
. logt+T 
WMR n > E n T9 i 79 t5 NUF R > maxír,1),k >05 E 
je [R œ), 18 
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TG) Rr. XMrLAER, 
TG) & &T,GO, 对 7 € [R œE, 
H m = mes(E) < eo. 
Ir >R+m, Aere E RERE rong E,Rz nr 
Lr T oaa Xm cr. ER 
Tír) zT.) zT) mc i re> + . = r’ 
> D-r", 
、 zd iz : 
这 里 D= Em CHEER LRLTR-Um-. 
T(r) Der, 


这 就 导出 
lim Ens 
RETIE. TE pg unu BGD 成 立 . 
由 定理 1. 19 ,立即 可 得 下 述 
R. 设 f(z) 与 g(z) 在 开平 面 亚 纯 . 如 果 
Tir, A = OCT'(Gr,g). (r—oo,r& E), 
则 了 的 级 与 下 级 分 别 小 于 或 等 于 g 的 级 与 下 级 . 


= i os 


1.56 函数 与 其 导数 的 增长 关系 


RIEZ PEERK” 的 不 等 式 . 
定理 1.20 HAR f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 且 f(0) Æ ce, 则 对 
qGr»158r»04$ 

TG, f£)«C.TGr.f£") + logt (02 + 4 + logt |f 
定理 1. 20 的 证 明 可 参看 杨 乐 "1, 由 定理 1, 20 可 得 下 述 
X. 设 酒 数 了 (zx} 于 开平 面 亚 纯 , 则 

TOE, «OI(TQr,£) logi] (ro0). (1.3.17) 
我 们 还 需要 相反 方向 的 不 等 式 . 
5181.6 HAR f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 则 
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TOFD LTO, A) + Sorf). 《1. 3.18) 


Tir, f) m mir.f') T Nir, f) 
< mlr, f) + mis) HNED + NG,f) 
ea TG.) 十 N(r,f) + Sir, f) 
« TG, D HSE D. 
由 (1.3.17) 50.3.18) 即 得 下 述 
定理 1.21 RAR COO 于 开平 面 亚 纯 , 则 f(z) 与 其 导数 
fF GO 有 相同 的 级 与 下 级 . 
fF? (z) 有 相同 的 级 与 下 级 ， 


$1.4. 亚 纯 函 数 结合 于 导数 的 值 分 布 


1.4.1 Milloux 定理 


Milloux'" 证 明了 
定理 1.22 B/C) 为 开平 面 上 非常 数 亚 纯 函 数 , 为 正 整 数 ， 


VG) AC (4. 4.1) 
ZE alz) G = 0,1. 0 均 为 了 (zx) 的 小 函数 , 则 
mi, T) = Sirf) (1.4. 2) 


及 
TOD LST, HANCA + SG, 
< L DEE, 4 SG,.f. (1.4. 3) 
uE. ”首先 考虑 特殊 情形 V) = >”(z) ,并 用 数学 归纳 法 证 
明定 理 1.22 的 结论 . 
根据 对 数 导 数 引 理 (3 引 理 1.40 有 


nir) SEED: 
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由 引 理 1.6 有 
TPST, D ANOA 十 SCr 门 
«2T (r.f)- S, 
于 是 当头 一 1 时 定理 成 立 , [REO k= n 时 定理 成 立 , 即 


(n) 
mo, = SP). 


及 
TG,f?)z TG,f)- aN(G, P +S f) 
n+ DTG,A d SG. 
则 
mi IL <me + mer I 
=S, fP) +S, f) 
-—S.f) (1. 4. 4) 
Tuque Fam NOS + Sirm 
THF aNG,J)- S.D 
+ Nr, fO) + SG,f») 
= Tr, d at DNG.O + Sir, f) 
& (i d 2ITG D +S, f). (1. 4. 5) 
TdÉn -—k-LüliBdBDESHmY. 
下 面 考虑 - - 般 情况 
mio. < Nac. S) + logü +1) 
< » jme a) 十 ni, I )]+ loga 二 
- Sos. 
TR 


m(r,V) x ma, S) + mr, f) 


— mir, f) + Sr, f). (. 4. 6) 
» 39 + 


& 
NG,V) SNG, fO 十 > NOrya) 


SNC HENGA + SN). 0.4.7) 
Hi (1. 4. 60. C1. 4. 7) 得 
TG,V) Smr DENT + RNG NN) + SG 
= TG. HENGA + SG. 
x (G-rDTG,f)-cSG,f. 
定理 1.23 设 f(z) AEJPEg EdENCÉOIE SU SNC AGO 被 
2.4.1) 所 定义 , 且 更 (z)》 不 为 常数 , 则 
TG. D «No. 4 Ne) +N egy Ne) 
二 Cr; 站， (1.4.8) 
jk BN Gs guo ERY 的 零点 但 不 是 殉 一 1 的 零点 的 计数 函数 . 
ut. 由 定 理 1.6 有 


mr) mT TB) — No 


+S), (1.4.9) 


这 里 
ND = 2N GO 一 No 到) + ND. 
x 
PD.) — N r) = mir, Y) mrg? 十 NGr Y) 
TONG D — Neg — Nir, Y) 
ONG.) + OQ. 1.4. 10) 


显然 
NG,V') — NG,V) =N, Y) 
à 
SNo, N+ $NG.a) 


imo 


V 
KNEED HSE P), 
+ 40 * 


Neg NO) = Neg d—) - Nd. 


1 
再 由 (1. 4. 3)， 


1 


Sir, Y) = Str, f). 
于 是 由 (1. 4.9),(1. 4. 10 得 


) — Nga + SG. 


mi x ONG.) Ney z 1 


(1.4.1D 
应 用 (1. 4. 2) ,我 们 有 
TO, f) = m+) + NGA) +00) 

mmodo tm. t NG.do +00) 

x modo 十 Nc, 4 SG. f£. 
由 上 及 (1.4.11) 得 

= £ 1 下 1 I 
TG, D SNG SJ) HN TF?) TNG yP xm Ners go 


+ SCr, A). 
由 定理 1.23 HR Fb 
X0 X GO ADDERE E3ET CIE BE RC k 为 正 整 数 . 则 


TG,f)« NG, f) ng Nir p) + NG i D N(r, som) 


4- Str, f). (1.4. 12) 


1.42 导数 的 零点 估计 


(1.4. 12) 给 出 了 关于 导数 的 1 值 点 的 不 等 式 , 下 面 考 虑 关于 
导数 的 零点 的 问题 . 首先 有 

定理 1.24 R/O 为 开平 面 上 非常 数 亚 纯 函 数 , 为 正 整 
数 , 则 


NGA) «TG, f^) TG + NGP) SG, 
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(1. 4.13) 


及 
NGA < NO. D + EN (0, A + SG. (1. 4. 14) 
{k} 
m.p) < m Ri) T mis f) 
z mirgo) +SP). 
于 是 


Tr, f) 一 NGA) «T, f?) — N(r, g) +See, f), 
即 


NG. FŒ) xDTG.I?)-- T(r, f ++ NGP) + Sir, f). 
再 由 (1. 4.5) 得 
NGA) < Nr, » 4 ENG f£) + SCGr £D. 


定理 1.25 设 f(z) 为 开平 面 上 非常 数 亚 纯 函 数 , 为 正 整 
361,8, — D,a, A i 


esum 


Neo) < < T(r, AU L= (Oy T ET (r, f) ir & E), 
(1.4. 15) 
及 
N Gs gi) LA- 80, HOT, f£ ENG, f£). G & E), 


(1. 4. 16) 

这 里 < 是 任意 预先 给 定 的 正 数 . 
WE. 不 妨 假 设 满足 6(a, 放 7 2 0 88 a8 093: ET LEE d 
中 的 一 个 序列 lei ,使 a a 及 Dalan) 二 6y. 于 是 


对 任意 预先 给 定 的 正 数 。, 存 在 正 整 数 IE 
-42° 


e 


3 (1. 4. 17) 


3 
8 = Pb,f})>6— 


E 
: 1 
Fiz) = X c. 
Uo ET 


BO 2.1) 得 


Yme, —) = mr, F) OD. (1.4.18) 
ie] 了 一 ai 


注意 到 
g CE) 
mr S mG rg) Tm, 2; ns a 


=T, f”) — Nir sq +S, f), GR 19 


4 
Imey o > G ETA ÈE. Q4 
Bi O.4.172— (0. 4.20) 得 

Nesa) LTOS”) — t.c ZoTc.f 4 86. 


< Toa a} Ue. (8; - eYT (Cr. f, (r & E). 
再 由 (1. 4.5) 得 


NR) STOTO NANG A G& E. 


为 了 得 到 关于 NN(, 击 ) 的 反方 向 的 不 等 式 ,我 们 先 引进 
. Wronskian 行列 式 的 概念 ， 

EXILI RAD AG) fiO 均 在 开平 面 亚 纯 ， 
EE (f y $t. d. 

Way 

fe, fg, M, fen 

A n BEAT SS RIE W H Aissos s fL 的 Wronskian 行列 式 , 记 
WEW — WCh fers f. 


= 43e 


Frank-Weissenborn'? 证 明了 

EH 1.26 设 f(x) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 兴 为 正 整 
数 , 则 

G — DND S A HONA) +A EONA) 


— Ni. f£» SG, (1.4.2 
这 里 < 是 任意 预先 给 定 的 正 数 . 
证 .对 任意 给 定 的 e。 > 0, 我 们 选择 一 个 正 整数 之 上. 设 
Wiz) = WOyz ez), ,2z" f(z)) 因为 
f(z) 是 超越 亚 纯 函数 , 故 W 关 0, 容 易 看 到 ,W 是 的 十 1 次 齐 
次 微分 多 项 式 ,其 系数 为 常数 ,不 售 了 的 阶 低 于 的 导数 


i W 

* A = qguyn: 
则 m(r,A) = Str, f ?). 
于 是 


Ni, t) « TG,A) +00) 


= Nr, A) + Sr, J”). (1. 4. 22) 
现在 来 佑 计 在 (z) 志 7 中 4 的 零点 与 极点 的 数目 . Wronskian 行列 
式 的 一 个 简单 性 质 给 出 

W = Pr F pe S yy 
设 zo 为 了 的 2 级 极点 , 则 
Wiz) = Oliz — z) PPRD) (a — z). 
TR 
A(z) = O((z — z) TOUHA 26e) 

= O((x — zy UNG Dn) (v — x. Cl. 4. 23) 
E NIGOINTGOOYN; O DRRR S 19 p REOR JE ABER 
A BR SX EE A. 取 有 穷 非 零 值 的 点 的 精简 计数 函数 , 刚 


(n — D — Kp 1080 «No, do 


ME 


1 


f 
* Ad 。 


x NGA) + SG, f”) 
< SO XQ — D — 206 —10N70) 


tQ DN A) So) O20 


如 果 zo, 使 A 取 有 穷 非 零 值 ,由 (1. 4.23) 得 
nk —1) — (G4 2X5—0D«0. 


故 
a — DN; 6x GT mGO-—DN,' 6G). 
TR 
a — DSIN, 0) & Gm», — DN, (C). 
p=1 p=1 


再 由 (1,4. 24) 得 


n(& — D SYN, UM sz G m Dp — DN,.OO 


P=1 2 一 上 


+ a+ DNG. Ap SG. (1. 4. 23) 


这 里 NO 一 Nr) FFN (7) 二 和 N" (7), 它 是 了 的 p 级 极点 
的 精简 计数 函数 . 显然 


NoD = MN, O, 


PTS 
NG,D — NG.f) = 310 — DR, 0). 
pl 
Ha. 4.25) RI S. 
G - DNcG D E O HONGEN — No» 


+ (+ 2)Ner. ju 十 SCr f£) 


i ONG pn) LOO. 


— Ni. £D Str, f). (1. 4. 26) 
显然 SG,F9») =S, f). B.4. 26) 即 得 (ti.4. 21). 
不 等 式 (1. 4. 26) 由 杨 乐 首先 得 出 . 用 较 小 的 项 Sr 代 


。45 。 


TRO. 4. 2D 中 的 项 S(r,/) 即 得 (1.4. 260. 这 个 改动 非常 重要 ,以 
后 我 们 将 看 到 (1.4.26) 有 上 比较 大 的 应 用 价值 , 杨 乐 ”又 把 
(1. 4. 26) 改写 成 下 述 更 为 有 用 的 形式 ， 

定理 1.26 设 f(z) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 ,为 正 整 
c. dl 

NG» gi) 7 EDN - NG 
=- TG, fP) — SAU, C1. 4. 27) 

这 里 为 任意 预先 给 定 的 正 数 . 

1989 &&.,Frank-Weissenborn'? 又 推广 了 定理 1. 26, 证 明了 

定理 1.27 YE 大 =) 五 并 平面 超越 亚 纯 ,ar 1.2; 为 开平 
钾 上 上 个 线性 无 关 的 亚 纯 静 数 , 且 均 为 了 的 小 函数 LLCOD =W Cas, 
à; . 1a, £2 a M 


&* NI x Negr HAHANGAAN r sos 
(1. 4. 28) 


ix B e 为 任意 正 数 ， 
在 定理 1.27 P, $ alz) 一 TER 
LC) = 9.01.4. 28) BHi AC. 4. 20. 
最 近 ERK 使 用 类 似 的 方法 ,证 明了 
定理 1.28 KIQ) 在 开平 面 超越 亚 纯 ,k 3, 90 


k DN GSI + Ned < Ner, to 


+ N(r, ji) acer te PE S06. (3.4. 29) 
这 里 为 任意 正 数 . 
1.4.3 杨 乐 不 等 式 
在 菌 数值 分 布 论 中 ,引入 所 论 函 数 的 导数 是 一 个 重要 的 研究 
课题 ,这 方面 的 非常 突出 有 趣 的 缚 果 是 下 述 Hayman 不 等 式 . 


定理 1. 29 (Hayman'?) 设 f(z) 于 开平 面 超越 亚 纯 , 为 正 
* 486 * 


Cj mE 1,2,°* ,bk), wj 


S9 n 
» 1 
T(r,.f)« O2; DANG + (2+ ENG, Fs) 
4 Sir, f). (1.4. 30) 
值得 注意 的 是 ,在 Hayman S AESCUPUS T BD TELE AC L TEE 
nj JE EHE GE PRÉC T Cr :在 没有 引进 导数 时 是 不 能 做 到 的 . 然而 ， 
这 两 项 计数 函数 的 系数 较 大 ,不 像 通常 Nevanliana 第 二 基本 定理 
中 计数 函数 的 系数 等 于 1. sapin Hayman 提出 ;在 其 不 
FAU. 4.30 E, NG, P 与 Niria = jw. = "i 的 系数 是 否 为 最 佳 
数值 ? 杨 乐 解决 了 这 Rd 他 使 用 一 NER HITS. 
RN ced 4 Noa l D RERO T s D 的 基本 不 等 式 ,而 相 
应 的 系数 却 可 大 大 减 小 . Rx 杨 乐 证 明了 下 述 定 理 . 
定理 01.30 — d / GO 于 开平 面 超越 亚 纯 光 为 正 整 数 , 则 
gh re 
TDL U+ PNP) 十 (id H NC (pP D 


= Wore HETEN HSA 4.30) 


这 里 = 为 任意 正 数 . 
iE. — HERE 1. 26 有 
ENG, AZLA ~ PNG gi DT Oc OG f) 
-- Nr, ID + SCr,f), 


TE 
Nr, NH < yH Opm 3+ Tem FN: a 
+ EE NG) + NG DI + $6.5. 
(1. 4. 32) 
注意 到 


N(r, yarn) FN «TG fH) + TG) 
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Fi G.4. 32) 得 


NGN «x I rN prs) Tp HNP 
TT TS. D. (1. 4. 33) 
TE 
NG» gari) —Ó--DNGA NoD 
m. + ELTE, oS (1. 4. 34) 


把 (1. 4. 34) "e 4.12) 得 


TG, Z < NO 了) 二 N(r, -—&kN(G,f) 


FEL] 


(1. 4. 35) 


d Gies T E Ier Gs) d Str 
注意 到 NO. STO. P), de 4. 35) 得 
1 
Ni (rf) < ENG, E 十 ING mi— um p 
eT f + SG... (1. 4. 36 
JE (1. 4. 382 代入 (1. 4.12) 得 
Te, <0 + pue tO DNG I 
一 Nir, "sd y+ eTo, f£) M Sr, 


BPCL. 4.310 GL. 


显然 ,在 定理 1.30 的 基本 不 等 式 (1.4. 31) HN A 或 
Nopo — D 的 系数 均 不 能 小 于 1, 因此 当 包 适当 大 时 ,1. 4. 31) 


式 可 以 说 是 近似 于 最 佳 的 . 
杨 乐 号 还 证 明了 


定理 1.31 设 /rz) 于 开平 面 超越 亚 纯 ,有 为 正 整数 . 若 s 为 任 


意 正 数 ,a 与 5 re 则 
ie 1 r 
TG,f )« (u.9- 2g) ^ (regi z 十 《1 十 pP Nem ER 
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= NC ign) TG, f?) + SG, f). 


(1. 4. 37) 
WE. HAR fF Go 与 三 个 判别 的 复数 apsco 应 用 
Nevanlinna 第 二 基本 定理 Mj 
To, fO LNG. S) + da TP tN po L— 


一 Nr, ) 十 SG f». (1. 4. 38) 


Fm 15 
注意 到 

Tir, JP se Nér, f) + ENG), 
i CL: 4.270 54 01. 4. 38) ua 


1 1 
Ni. fo) a Nena sucer a NC qai) 
FTO. Fn) Y sc.» (1. 4. 39) 


3B O. 4. 39 AEA CI. 4. 380 即 得 (1.4. 372. 

由 定理 1.31 可 以 得 出 下 述 

系 、 RJO 于 开平 面 超越 亚 纯 ,为 正 整 数 ,a 与 纺 为 任意 二 
^- Ji gU 23:43 A AR 3C. Mj 


Aa . (à j d 
Sla, f?» + e fO H ET 
i k AER Y, Hayman 首先 指出 


E 
2190. f I+ 


对 于 任意 超越 亚 纯 函 数 e) 成立. 1971 Æ, Mues™ 将 此 结果 改进 
为 
21906.) «1: gp i 


ato. 


1990 年 , 杨 乐 “又 把 上 述 结果 改进 为 
定理 1.32 设 f(z) Tp Et 为 正 整数 , 则 


Ck) 
PU NIE ES 2E L r (1. 4. 40) 


iE. Ka. 4.27) 很 
PIT 


MD > (k + DONG) ER N ir A — eir, f”) 


— oT f) (rr co,r & ED, (1.4. 4D 


RB OE, Sx EMIT 6 53. 
设 aG — 129) 为 9 个 判别 的 有 穷 复 数 , 则 我 们 有 


P voe ) 4-00? 


Sinon yo x 


了 =1 
lm. arg) E mir, x TL O0) 
p D Ly — à, 


e iru diss ya oir, SED (nr o,r & ED, 
d 


(1. 4. 42) 


其 中 E, 的 线性 测度 有 穷 ， 
设 已 = E, U Er RI E, 的 线性 测度 有 穷 . 我 们 区 分 两 种 情况 


EAE NG,f) -— l 
M EE TOf CAET 
HA. 4. 42) 得 


Eml "pH TG £9) E oCT Gf») 
j=1 


ET JEA NG, A Holir, f®) 
(r= œ,r & E). 


于 是 
rę E. 
DIA 
E ru > 


由 (1.4. 4D 与 (1. 4. 42) 得 
morum 75. — Ye To, f“) 一 NG gar? cof, f£?» 
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x TG) NG,£ — GT )0NG.D T NG.D 
+ eTir, JP) 4 oTr, f”) 
« 2T G £9) ANOS) HTO, SE) + oT rf )) 
(r—oo,r & E). 


TR 
UE f?» < im [2 — AE; e 
x ra E; 
Slap: 
ne 2k +1 i 


mW e 是 任意 的 ,我 们 也 有 
2ta O < 1 + FPL 


H A q 能 任意 大 ,十 是 即 得 
2 tav f 10 X1 aiu 


Bo. FRK" “使 用 他 所 建立 的 不 等 式 (1. 4. 29) ,证 明了 
定理 1.33 db GO 于 开平 面 超越 亚 纯 ,为 非 负 整 数 , 则 对 
Br AGE 
$332,» x1 


至 多 可 能 有 四 个 例 从 二 值 . 

KT KET 

定理 1.34 R/O 于 开平 面 超越 亚 纯 , 其 级 有 穷 ,为 正 整 
s; . Ri 


T c 2k(1 — 8(co, 2) 
2,907015? T ka — Sco D 


证 . — 5.4.42) 类 似 ， g 
m ,.f?)- Snc (rg m "EE fM) 


i=l 


d mlr, Foro) ) + $655 e HT, f®) 
LNGQO-— NG «gas? +S, f). (31.4.43) 


.b5l* 


4801.4. 272 RAG. 4. 422 得 


q 


k 1 
mir f) 十 Dym, p Ee—) 
£4 f*—a, 


<me, fO 4 TG FP) M NG) HONTA 
— NG,f) + eTe, JEH SG) x Tor, fO) 
-2k Nr, fo 4 ET, f?» o Str, f). (i. 4. 44) 
注意 到 Fio 的 级 有 穿 , 由 (1.4. 44) 得 
8Cco, P?) 十 Nalan fO) 


i2 O ANGT) 


SHE er p] t 
- — Ner, D , 
< 2 -- 2h lim FAS 十 £. (1. 4. 45) 
ns] 
KN ~ O NG, f) 
TT TO AENG D E SeA 
TR 
jud e mu cic cu ub 
eT GI el —- Si, 
— Nir, f) 
EE oco NN 
P E QNO) , SG.) 
Tim) iTe TY ETG, D] 
| Olo, f) 


BEETIEEEICTOHITR 
BIO. 4. 452. 71. 4. 46) RO f& 


(1. 4. 462 


2&(] — 6Coo, f) 


TP P (a. £992 260 OD) 
ëlo, JE) + 2,86,,/ "和 2 一 TAG 一 Eee) 方 ) 十 = 
Ce 0g > 即 得 


UM UM e 二 
> slaf x2 1 十 不 (1 -—G08(o5,/)) 


从 定理 1. 34 即 得 下 述 
系 1. BSa) 于 开平 面 超越 亚 纯 ,上 且 级 为 有 穷 . 若 @@(cc , 亡 
« : 

«52a 


jr 


| lim { Jaca, f”) = o. 
= 0, 则 


Dila, f” )x SEIT i T 
RI GOTT BDOREGROE ZR, ARAARA. 若 存 在 一 正 
整数 点 E18 9 ela S = 2, 则 必 AeA — 1. 
为 了 以 后 研究 亚 纯 函数 唯一 性 问题 的 需要 , 青 证 明 杨 乐 ” 的 
一 个 不 等 式 . 
定理 1.35 R/C) 于 开平 面 超越 亚 纯 ,a,(j — 1,2,…,9) 是 
qm 2) 个 判别 的 有 穷 复 数 ,站 为 正 整数 , 则 


q-1—-g£-L Te 
| &q 十 9 一 


< DT ETT 2 TeTG,f/9) + SQ,f*?)», 


(1. 4. 47) 
XX Hi e 是 任意 给 定 的 正 数 ， 
WE. 由 Nevanlinna 第 二 基本 定理 有 


(q — DT (Gr. f£?) « NG,f) 4 XN. "n5. zx 


一 NG, gar) + Sr, f”). (1. 4. 48) 


把 (1.4.27) 代入 (1.4.48) 并 注意 到 
NGO, AENG AD STU f®) 
即 得 


NoD < TETE z E DN, pL zn P +T, f”) 


+ Sir, fH). (1. 4. 49) 
再 把 (1. 4. 49) 代入 (1. 4.48) 得 
(q— DTG. f) «üt s EiL— Ne. m 


jel 
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— NG, Ai) eT Gf?) + Si, f). 
(1. 4. 50) 


不 等 式 (1.4.50) A PIER] RLA 1 十 即 得 (1. 4. 47). 


1 
pt 十 3 一 2 
31.5 第 二 基本 定理 的 推广 


在 本 节 里 ,我 们 考 虚 将 第 二 基本 定理 中 的 常数 易 为 小 敬 数 的 
推广 . 


1.5.1 三 个 小 函数 的 和 情况 


R. NevanlinnaS 曾经 在 含有 三 项 计数 函数 的 第 二 基本 定理 
PHA I RAR. 他 建立 了 

定理 1.36 RRC) XETEOETRDEZE 2, G20j — 1,2, 为 
f GO 的 小 函数 , 且 互 相 奖 别 , 则 


TO ND < DN r 43-2) + Sf). (1.5.1) 
Pa i 
WE. 设 l 
_ f(z) — alz) a(z) — a(z) 
diee e aO a a T (1.5.2) 
由 (1. 3.16) 得 
TG.g) = T(r,f)-4sG,f. (1.5. 3) 
由 第 二 基本 定理 有 
TG) & No) +N, 22 NOD + S08). 
(1.5. 4) 
由 《1. 5. 2 3n 
Nun 十 No) EN £ D 
3 
x 1 1 ze 
< 1 Ntr, : 
« 2iNe rez) *tNG. E 4 NG zog) 
IUE (Er Me: 
Gs — ài 
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i» T SG... (1.5. 5) 


< Re 


j=} 


Ha. 5.3), (1.5.4) 与 (1.5.5) RBA. 5. D. 
1.5.2 ERETT FA 


与 引 理 1. 2 的 证 明 类 似 , 可 以 证 明 
511.7 设 了 (zx) 于 开平 面 亚 纯 ,aj(z)(j 一 1,2，…9) 均 为 
FG) 的 小 函数 , 且 互 相 判 别 . 则 


Mimmo. Fe— 1 = BY Feal ty (1. 5. 6) 
ji f =a jel a 
1 
Pera È Fo- aj 
由 《1.1.2) 得 
mG,F) s Meg Ig 5 00x (1.5-7) 


下 面 再 寻求 mG.F) 的 一 个 适当 的 下 办 
ITS ria — re” (OKI ar). € 


80 = min la) — a,(z)]) 
再 以 Etj = 1,2,"…,9) Eden 
due aeq ue G= 1,2,3) 


Dize qe. 
不 失 一 般 性 , 设 z € E, WK je Bf. 
| fiz) — a,GO| Ze ia, QD — a, G2| — | FG — alz) | 


(x) 29 —1 
OM CIC ó(z). 


2» 


> 0(2)— 
于 是 z € Etj Æ k). 
由 
E 1 fe) 一 ale) | 
fone fi) 一 zo ' 2; fz) 一 aj(2) | 
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iFG)| 1—í(g—1 


i 
Sy 
if(z) 一 a, C] 


1 
> 3f) awi 
FE 


logt |F(z)| > log* 


1 
| T 一 ai(z) | log2 


P m + _ 29 — 
> Mor! F EN —alog* Fz) — log2. 


(1.5. 8 
2 «€ (ÚE). 
B 五 的 定义 知 ， 
.,8 : 
REED — 4j > sa G mE 1,2, g). 


故 


Sog? UG €der d 


于 是 (1. 5.8) 也 成 立 . 
在 (1.5.8) rB 4e z = re^,3E I 0 3] 2x XE 0 PIA BEER DI 2r Bp 
得 


s4 i » 2 
mír, F ) 六 2jmGig——) — A f. log* oes; dÓ ——- log2. 
注意 到 


1 
x € 
8) * Lea dle — Gp 
于 是 
mír,F)z neg —4 Ñ m(r.- : )-—-O00) 
I&;« Eg 4j; 7, 
一 Emor, 2 —$G6,. (1.5.9) 


j=l 
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HO. 5. 72, (01. 5. 9) 即 得 (1. 5. 6). 
R. Nevanlinna 曾 提 出 在 第 二 基本 定理 的 一 般 形 式 中 ,是 否 可 
以 把 常 数 都 替换 为 小 函数 . 对 此 问题 , 庄 匠 泰 曾 进行 了 研究 . 特别 
地 在 整 画 数 的 情况 ,将 问题 彻底 解决 . SEC pL ERR” 证 明了 
定理 1.37 Be) FAFE al) G 一 1.2.…:9) $3 
为 f(z) BS STR. BLEUS, S 


(q — DT Gf < PNG,7 i D t Nes +SP). 


(1. 5.10) 
- 1 
dag 2, f) 一 ay 
由 引 理 1.7 有 
NER 2) = mlr, F) + Se, f). (1.5.11) 


Bb Pasas 2 ,aej 的 最 大 线性 无 关子 集 . 设 
s = W (5, T TEIL "PAR 
pu 
LG) = AF? + ASJ? + E Af + AV, 
这 里 A4; 70A, 均 为 了 的 小 函数 , BRELO 是 一 线性 算 子 , 且 
Lla) =0 (j 12... 


于 是 
L[f(-) — a;(z)] = Lf (z)] G-102,., 
及 
nt p) 一 mir Id = Sr, f) 
| G = 1,2,..,9). 
因此 


mG,F) &mnG.ris) 十 zcry i X £f 


575 


< mr, zn) + Yee; P > + logg 


= Tr, Lf) 一 Ne gc) T SG... 
(1.5.12) 


由 (1.4.3) 得 
TOLD STEND ANG, N +S, A. (1.5.13) 
B 1.5.1120, (1. 5.122, (1. 5. 132 即 得 


LER «TG + PNG — NG gc) 
+ So, f). (1. 5.14) 


注意 到 
m. z) = Tof) - NG a D HSP). 
于 是 (1. 5. 14) 即 为 
G — DT G.« Xe DPN S) 


— NG, ren) 4 SG.£. (1.5.15) 
虫 此 即 得 (1. 5. 10). 
1.5.3 小 琐 数 为 有 理 函 数 的 情况 


XFER. Nevanlinna 所 出 的 一 般 问 题 , Frank-Weissenborn?" 
解 夹 了 把 常数 替换 为 有 理 函 数 的 情况 . 事实 上 ,他 们 证 明了 

定理 1.38 设 f(z) 于 开平 面 超越 亚 纯 ,a,(z)(j — 2,7, 
9) 为 9 个 判别 的 有 理 函 数 ,s 为 任意 给 定 的 正 数 , 则 


g. 
mlr,f) 十 ALE, x (24- THA --SG.f). 
1-1 d 
(1.5.16) 
WE. 由 定理 1.1748 
ui 
To. [|] SA- aD -4TG.£ 十 SCr 门 . 


Pt 
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显然 有 
neri i DING SG, 


jel j-1 


= T(r, Hee aj) 一 sey. or Str, f) 


=m T] — a0) D 4 Sirf). (1. 5. 17) 


Wai n2; i 为 有 理 函 数 , 我 们 可 以 选择 一 个 多 项 式 
P(z) ,使 得 P,G) = PGoa;(0( — 1,2,… ,9) 全 是 多 项 式 , 置 下 
= Pf. W 
(=ar ariji er = 25 pip 
5.18) 
这 里 A, 一 1,2,759) HD SEIS. 
inl max(degP,,0 x j xq) A 5.17), (1. 5. 18) 得 


negl 2 <n P energia) Scu) 


y F" ; 
Eg Datip p + mi, po? + SCr,f) 


< m gis? 4 36:5 


x Tir, F®)— N(r, gs) 4 S$G,f). (1.5. 19) 
XE ez o RIBAH ?7 — 0, 使 得 
i — 103 
pog e$ 
B. 4.21» 得 


in — DNGSF)s O 十 PNG. ui) OO dp ONG,F) 


— NG,F) + SG.f). 
于 是 


fr 一 一 y is nn TN 


r0 QF)— NG,F) + S(r, f). (01.5.20 


ne ) 之 
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注意 到 
TG,F?) s TG,F) + nNG,F) +S, f) 
2TG.f) cM aN(G,F) + SCér, D (1.5.21) 
E : 
N(r,F) = Nr) HSS). (1. 5.22) 
Ei (1. 5. 195, (01. 5. 200, (1. 5. 222, (1. 5.22) 即 得 


Mec a) tme 


& TG) +aN ir, F) — 2 ING, P) 十 NO 人 
十 mG.f SCr,f) 

— 276, f) + NG, F) + SG) 

< 一 (2 十 ROME. t SG. 


1.5.4 第 二 基本 定理 的 推广 


为 了 以 后 应 用 ,我 们 先 引 进 下 述 概 念 . 
定义 1.12 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 ,alz) 为 f(z) 的 小 旺 数 ， 
miomo 是 非 负 整数 . 我 们 称 MOOD = af (Pon CPP a S 


的 微分 单项 式 ,n — Dn YMO 的 次 数 . 


EX 1. 13 EG C3OPEB3X£EMLCIO MIO see Mn AO 
均 为 了 的 微分 单项 式 , HRR DMA mner ,nm. 我 们 称 POO = 


EMO 为 了 的 微分 多 项 式 ,其 次 数 ， = maxim m na) 


下 面 再 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 1.8 BSO 于 开平 面 超越 亚 纯 ,m 为 正 整数 , 则 好 -可 


RIG 的 微分 多 项 式 . 
证 。 n IGI LS 总 然 成 立 .假设 一 时 引 理 1.8 
成 立 , 妈 
60. 


fo Pd». 


Job PG. Dg. 的 微分 多 项 式 . 注意 到 
cy m d) fe f 
SE. 


yov t. 
TR 

i oS En e 

y Ug WE 


一 ar doy 十 PE) . £ 

BES 的 微分 多 项 式 , 即 一 上 十 1 时 引 理 1.8 成 立 . 由 数学 归纳 
法 知 , 引 理 1. 8 成 立 . 

最 近 值 分 布 论 研究 的 一 个 重大 成 就 是 N. Steinmetz? 解决 了 
R. Nevanlinna1925 年 提出 的 在 第 二 基本 定理 的 一 般 形式 中 把 党 
数 都 替换 成 小 函数 的 问题 ,他 证 明了 , 

EH 1.39 — Ub / GO 于 开平 面 超越 亚 纯 ,aj(z) (i 二 1,2,…， 
q) 为 g 个 判别 的 f(z) 的 小 函数 ,e 为 住 意 给 定 的 正 数 , 则 


m(r,f) 十 LEE 25) € Gt OTG.D t SG, 


(1. 5. 23) 
其 等 价 形式 为 


(qa —1— OTG.D SNA + DN FE SG. 
j=1 i 


(1.5.24) 
证 . 设 4 一 (a1 «a; 7 a4) ,我们 以 L(s,A) 表 由 ARNE 


PE atatiisas EPn 2209 = 1,2. 0 Rc s RHE 


合 所 张 成 的 向 量 空间 ,并 用 dimL G.A) 表示 向 量 空间 LG,A) 的 
维 数 , 对 给 定 的 *, 设 dimz (s, A) = n, 5,6, o X LCs, A) 的 
一 组 基 ; 设 dimL(s - 1,40 — &, 4 B, E LE LG 1,4) 的 
HE, BRA nx. 

由 61 . 


我 们 首先 证 明 , 对 任意 预先 给 定 的 正 数 ,总 存在 一 个 st 


«1 e. BIER PR TUER OE BEES HRE s AA 
k = dimL(G + 1,A) > (1 + edimLG, A). 


于 是 
RZO-ec-:dmLG-—1,A) z - mb (+ ey. 
(1. 5. 25) 
这 里 5 二 dimL(G ,4) 是 -- 个 常数 . 另 一 方面 
-fats " 
k = dimLG + 1.40 S Leos, (1.5.26) 
s+ l 
Et cA. h. 5.252,01. 5. 26 得 
pl(l + ey Sees (sm 12,2). (1.5. 27) 
但 
i S 


于 是 (1. 5. 2D 不 可 能 成 立 , 这 就 证 明了 ,对 任意 预先 给 定 的 正 数 
eA UBL <i 十 < 下 面 我 们 就 选 定 使 生 < 1 cis. 
L 
PO) =W B Bo Bas Pb Pa s Sba) BL Bos 
有 2 线性 无 关 知 ,已 (站 Æ 0. Bi Wronskian 行列 式 的 定 
义 知 ， 


中 上 到 一 | 关中 为 一 了 


PO) = 36,0 [] c» = ^3160 TT Um. 
j= 
(1. 5. 28) 
于 是 
mP Samir, H) — Sir. f). (1. 5. 29) 


Wronskian 行列 式 的 一 个 简单 性 质 给 出 
n+ B, B; [^ 
P(N) = f Wer yKtge mt bison 5,5. 


X PC ETT tole B BG -1,,- sk) bG —1,2,7 0) 及 于 的 
极点 ,于 是 
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NG,PCG) S (1 4 ENG. + Str. (1. 5. 30) 

Hi (1. 5.29), (1. 5. 30) 得 

TC PAOD x nT(r.f) HRNO, f£) 十 SGr 门 ， 0. 5.3D 

Ba ajG 一 1,2,…,9) 的 一 个 线性 组 合 , 则 
PCf — a) = WCBy B, Bu fo — abi fba — abs fb, — ab) 

= W (Bis Pants Pa s Sbi s fb, ve s fbn) 
+ SW, 8 mee. 

ELWA «B; n B, 中 Bi 后 的 元 素 由 ab; 构成 ,但 ap 与 B. 
B; B, REIR EW i 82) 一 0. 于 是 


PCf —a)= P). (1.5.32) 
Hi(X1. 5. 28) 并 应 用 引 理 1.8 得 
PD =f Qd». (1.5.32 


其 中 qd EEEN y 的 微分 多 项 式 ， 设 
wj—/-—a; G= 1,2g), 
Q = QE G = 1,2,.). 
Í (1. 5.32) 及 (1. 5. 330 可 得 
P) = Plu) = eQ; 12.4 


故 
n -— Q; | 一 LIII 
Gay BO G 1,2,759) 
于 是 P 
TANE 
"zs dc Ql p o G-—Lb2,69. — (0.5.30 
5 IPC |» 
设 
i ca > fG)-— aj) ADEL 
由 引 理 1.7 得 
nel RAs TS... (1. 5. 35) 
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由 (1, 5.34) 得 
z 1 
IG & 2: 1465 — 2:65] 


4 
< 一 一 -一 六 IQ,I* 
|PCÓ |» m 
再 应 用 (1. 5. 31) 得 


1 1 1 <Ñ 
m(r.F)x 3" Cop 十 sS JT OOD 
1 -1 RO ER 
i UM + SG, 


A 1 
x TG, + ENG, D- INCR HSO D. 


(1. 5. 36) 
由 (1.5. 35). (1. 5. 36) 可 得 


mir, f) + Smeh <a+ re, NDHSC P 


«OT TG. T SG... 
这 就 得 到 (1. 5. 23). 
注意 到 
mrp - Tf 一 EL ) OO 


= Fir £y NL DESEN). 


(1. 5. 37) 
把 (1.5. 372 代入 (1. 5.23) 即 得 (1. 5. 24). 
1989 4E. , Frank-Weissenborn'? 给 出 定理 1. 39 一 个 简化 证 明 ， 
下 面 给 出 的 是 他 们 证 明 的 再 简化 . 
Aib. TA 》 flava t$] x aus D MS 
LCJ) = W Cbi sbra ts b, P). 
与 定理 1. 37 的 证 明 相 同 ,我们 可 以 得 到 (1. 5. 15) ,再 由 定理 1. 27 f. 


NT, NS SNG gp? + (+oONG,AN HSE, A). 


(1.5.38) 
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B 5.142, (1. 5. 38) 得 

mi. f£) 十 Mee. DE QG- OTG.) +SP. 
容易 看 出 ,定理 1.39 的 证 明 本 质 上 使 用 了 庄 折 泰 的 方法 
1. 5.5 小 函数 的 亏 量 关系 


与 定义 1.7 类 似 , 我 们 有 
定义 1.14 设 f(z) 于 开平 面 超越 亚 纯 ,a(z) 为 f(z) 的 小 天 
数 . 定义 a(z) 对 于 f(z) 的 亏 量 (或 简称 为 亏 量 ) 为 


1 
. : mr: FZ ) 
人) 万 


容易 看 出 Ox 0. x1 

定义 1.15 设 .f(z) 于 开平 面 超越 亚 纯 ,alz) 29 f£ G0 ES NER 
38.39 02.0 25 0,; 则 atz) 称 为 f(z) Bü ds Ne. 

由 定理 1. 39 容易 导出 下 述 小 岗 数 的 亏 量 关系 . 

定理 1.40 RTG 于 开平 面 超越 亚 纯 , 则 了 f(z) 8 FREE 
多 是 可 数 的 , 且 


òl, f) 十 px: (2. f) x 
EE EX f(z) HRE REMS CIR. 


$1.6 具有 二 个 Picard 和 例外 值 的 亚 纯 函数 


1.6.1 Picard 例外 值 


首先 引入 下 述 定 义 . 

定义 1.16 设 函 数 AGO 于 开平 面 亚 纯 ,a 为 任 一 复数 . 若 
了 (z) — a 没有 零点 , 则 称 a 为 f(z) 的 Picard WAME. 

EN 116 — WE f(z) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函 数 ,a 为 
任 一 复数 . 若 f(z) 一 a 仅 有 有 限 多 个 零点 , 则 称 a 为 f(z) 的 广义 
Picard 例外 值 . 


。065 。 


第 二 基本 定理 的 一 个 简单 应 用 为 下 述 Picard 定理 . 

定理 1.41 开平 看 上 的 超越 亚 纯 函 数 至 多 有 两 个 广义 
Picard 例外 值 ， 

ub. BO) HT RETE QE. 复数 , 若 


a 为 f GO 的 广义 Picard 例外 值 , 则 IN Gr 7L 2) = Odogn. 再 由 


定理 1.5 4m, Neyt} vile o(T (r, f) G — 99) "FÉ Sla, f) = 


l. 由 写 量 关系 知 ,这 样 的 a 至 多 有 两 个 ,这 就 证 明了 定理 1. 41. 
由 定理 1. 10 知 ,非常 数 有 理 阔 数 的 Picard 例外 值 至 多 有 一 
^. 由 定理 1. 41 知 ,超越 亚 纯 函 数 的 Picard 例外 值 至 多 有 两 个 . 


1.6.2 具有 两 个 Picard 例外 值 的 亚 缉 函 数 


定理 1. 42 RSO 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,0 与 co 均 
为 f(z) 的 Picard 例外 值 , 则 (0 — e"? XX HLA GO 是 一 个 非常 数 
Sind 

E 因 /cz) RECHRE AUS C cr 是 整 函 数 . 设 z。 
为 开平 面 上 的 任 -点 ,我 们 选 定 logf (zo) 为 多 值 Log f) 中 的 基 
一 个 定 值 , 轩 


hiz) = NT PG 到 de + logf Ga). 


JW GO 是 整 函数 , 且 
go 一 exp n zm dz 十 logf {zo} |- f(z). 


hiz) 不 为 常数 是 显然 的 . 

由 定理 1, 42, 可 以 得 出 

Xi. RJE) 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 任 一 有 穷 
AU dra 与 ce $329 f (0 的 Picard 例外 值 , 则 f(25 — e"? ra, 
这 里 A CZ) 是 一 个 非常 数 整 函数 . 

R2 R/O 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 与 5 为 二 个 
判别 的 有 穷 复 数 . 若 a 与 5 均 为 f(z) 的 Picard 例外 值 , 则 了 f(z) = 
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4 二 也, 这 里 hz) 是 非常 数 整 函数 ， 
u. 设 
_ f(z)—6 
gie fG)—a' 
Ji] 0. 5j oc 328 e (22 的 Picard 例 外 值 . E XE BE 1. 424g C22 — e^, 


EHA) 是 非常 数 整 函数 ,于 是 
fi)—b ao 
fü): € 

解 出 f(z). 即 得 系 2 的 结论 . 


1.6.3 函数 实 部 的 最 大 值 
dA f(z} 于 |z| SREMA, HFS SROS, 


z == re”, E 

Alr.f1 一 maxRe(f(2)], 
并 称 AG ID AI 在 图 |z! 一 ~ 上 实 部 的 最 大 值 . 容易 证 明 ,在 
[0,R] 中 ,A(r,f) 为 7 的 单调 .上 升 连 续 函 数 . 事实 上 .: 令 


F(z) = ef, 
U Fe) F |z| S R24, H 
| F€z)| eS [eer mena 一 erm, 

其 中 

ulz) = Re{f(z)}, 

uiz) = Imif(2)). 
故 

Mr,F) = max|F(z)| = maxe”™ = etre 

于 是 


Ar, f£) = logMir,F). 
我 们 知道 ,在 [0,R] PMF) 是 > 的 单调 上 升 连续 函数 , 因而 
AC, 也 是 这 样 的 函数 , 如 果 f(z) 不 为 常数 , 则 EFEO 也 不 为 常 
数 ,这 时 M(r,F) 是 严格 上 升 的 ,因而 AG) 也 是 这 样 . 
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现 比较 Mr. 5j Ar, EK. 显然 
Rin «fs MG... 
于 是 
Atr D x Mtr. (1.6. D 

另 一 方面 ,我 们 有 下 述 Caratheodory 不 等 式 . 

定理 1.43 BRA) TP |z| SRO<LR< œ) E, 
Tore Rd 

Mir. f) s REAR, 万 十 IFON. (1. 6. 2) 


WE. 4 jz) 为 常数 时 ,(1.65 E eR FLOTAR 
数 , 这 时 Alr, f) 为 r HER E TEeR XE. 
首先 考虑 7(0) = 0 的 情形 ,显然 有 AXG,D08& 


RM 


f(z)= u + iv, 
T f(x 
$0 = ARD FG SIS) 
则 $(z) 一 


ZAR, D —u-iw 
注意 到 在 |z! < RH, 

ARN) — uz AQUA) 20, 
HAR, D — u — io 0.RRVA $CO F z| t R 4x8. 显然 
2ACR,f) -- 不 小 于 及 一 ,并 是 

QARS) — u)* +H ZR a v, 
从 此 即 知 , 在 :zi OR e 


"S u? 十 v* 
IF T — AQUIS ants vi T 
注意 到 
$0 一 FO) =0, 


2ACR, J) — f(o 
故 根据 Schwarz 引 理 得 知 , 当 |z] =r < RA 
gz)1 所 ge (1. 6. 4) 


由 (1. 6. 3) 得 
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2 2AQUD * $0) 
fac 00 
再 由 (1. 6.40 知 在 贺 lel =r EA 


24(R A) gz 2ACR, f) * lg) | 


DET e | e Ce 
2A(R,f) S . 
ER -一 am AR, 7). (1. 6.5) 
d: qu Rer 
R 


Mtr.f) «x gU 


这 就 证 明 当 ff0) — GRE C. 6.22 成立. 
再 考虑 A(0) 关 0 的 情况 . 设 
gx) = f(x). FO). 
应 用 中 -85.3) "FERE gie) B4, n < RA 


GE S ga AQ, 


即 
OE fto: « aum maxRe {f(z) — f(0)) 
E 5 JARA) — Re[/ (0) 3) 
z re Rg—;,J/0l. 
于 是 
feo fz) f(ol4 od 
len QE 
ug 
E P AR, P) i EM 


这 就 证 明 当 (0) zx O0 Bf. CI.6.20 成立. 
1.6.4 有 具有 二 个 Picard 例外 值 的 亚 纯 函 数 的 级 


先 引 入 - -个 定义 . 
SG9。 


定义 1.17 EF GO EE B NESE d? f Go BgZR A5; FR Hd 
等 , 则 称 f(z) DEAR B HEAR p IC. 
出 定义 1.17 EX Ur COO 为 正规 增长 的 亚 纯 函数 . 则 


in log? Tí(r.f) 
o logr 


fée. HZ E 
lig. eg rs 

在 在 . 则 f(z) AE BUS Ec iP EUR EC. 

由 证 理 1.43 ,可 以 证 时 

定理 1.44 UACGO 为 在 常数 整 隧 数 ,/(z) = e BL FGo gm 
RIA FR p 

G) Ah) X pE, MA = u= p. 

GD FA AETR RRR TJA — j= co. 
无 沦 哪 促 情况 ,六 zi gy ap REIR EB ER EC 

WE. G) BE 


hlz) a" az" bP— bay 
PEEP aC Oasen eaa EON A R ETIT 
Tir,j)} vx LP (r — co). 


天 是 OO WRI FREIN P. 
G 12 AG) X ES gx. 
& Mr,h) 一 max Ji (22i. 
A(r.h) — maxRe(Ah(z)]. 
Mr, f) = max | (z) |. 
Meor f) = eim, 
由 定理 1.43 ff 
Mr,h) x; 2AQr,Àh) + 3|40)| 
= 2logM (2r, f) + 3|&C0) |. 
. 705 


HEE 1.448 
log M(2r, D 83T Ur, f). 
tE 
Mir h) €. 6T r, P) 4 3|^()]|. (1. 6. 6) 
iE E Sl ^h C) ARR RH IR Er d) 5| 38 1. 3 知 
im IgM _, 
1m e = XC 
Ps logr 
HT. 6.605,01. 6. 71 即 订 得 到 


lim IcgT Gr» f) = 
E logr 


(1. 6. 7) 


EI f€z2 的 级 三 下 级 风力 ex. 

由 定理 1. 34 .可 以 得 到 

RLO Bhe AGERORCE SEC I G0 =e, ESO 的 级 为 
A. FRH 4 

CO 4$ mz ce W ie S AE ELA GO HARER HA — a 

QD. £P um ces il] b Co. JE BR EE ERE LH A m ue 

3&2. fio 为 于 平 而 上 的 非常 数 亚 纯 的 数 . 若 OON 
THERY Picard 例外 值 . 风 .A(z) 为 正规 增长 的 亚 纯 函 数 . 


1.6.5 县 有 二 个 Picard 例外 值 的 亚 纯 函 数 的 超级 


为 了 进一步 九 画 无 劣 级 亚 纯 画 数 的 增长 ,我 们 引入 下 述 概 念 . 
定义 0.18 设 fz! 于 开平 而 亚 纯 ,f(xz) 的 超级 J 定义 为 
log' T A) 的 级 , 即 


a s ERR TD. 
Wf) Eq AGO 的 级 与 /(z) 的 超级 ,有 下 述 定理 ， 
EH 1.45 hi) 为 非常 数 整 函 数 , HRA). 再 设 AGO = 

e"? 其 超级 为 2 六 WAA) = v). BI A 的 级 等 于 e 的 超级 ， 
证 设 MGJ0 一 maxjh (e) l5 

ACr,h»-- maxRe (he) 3 


-7])* 


Mr. f) = max Lf. 
WA 
Mir.f) — ertt, 
由 定理 1. 4 定理 1.43. 并 应 用 (. 6.1) 有 
Ti. £F) xilogMtr.f) = Aw A) x Morh), 
logM (7 ,1) xz 3T (rf). 
TG ,h) ilogMtr.A) 
Mtr.h xz 2AQr sh) -| 3|AC0)| 
= 2logMi2r.f» + 3h CO) 
ai ETC D + 315001. 


logZ (r D s; 3T r.A), 
p Tir.h) sz; logio (Ar, J) — 3!AQD'1 
由 此 即 可 得 到 AO = vC. 
1.6.6 T(ir.gO0) 5 Tir h) 的 比较 
Clunie i HH [7 
定理 1.46 设 Sfz)》 HERTA MR RR oh GO 为 非常 数 整 函数 
Dui 


WE. RRG J p 3X € YER W 
T.h) = plogr + OC). 
TIR elh) Ds X HEDBOU E ER XT L| ie 38:5 有 


lia Pre us 
pe. logr 
于 是 
Qo d Gg a TG.g0) — 
hm mra Borton ^ 


人 下面 假设 kh(z) DRRR. 
Heli) 为 超越 亚 纯 函数 ,由 定理 1.41 知 ,g(z),g(z) + l, 
` 72* 


&(z) 一 LPS -- T8 7693 PER LR TELE g(x) 有 
无 穷 多 个 零点 . WE o es 为 gz) 的 零点 , 且 满 足 
le; — w| z2 (1ui-jxbk. 
出 堆 点 和 极点 的 孤立 性 .我 们 可 以 找到 -个 正 数 9 过 1 ,使 当 jw 一 
o « 0 E 
lg(ée) elw — wj Cj 1.2.7.4). (1.6. 8) 
其 中 * 为 正常 数 . 
现在 固定 jo o | 过 人 时 ,由 (1.6.8) 得 


~ 


log ' — — = log! 
lg | | 
注意 到 , 汝 了 汉子 时 有 


| — log* c. (1.6. 9) 


€) — w; 


TE 
5 (1. 6. 10) 
B. 6.9). (1.6. 100 即 得 

] 


T z 3 oe: m-aj le 61D 
显然 (1.6.11) 对 o— e, «6G — 1.2.74) PHI v Fg or. 

HE oeWiEkRTDBIEOn—2&6|«c( —1.,2,-.5 ft. -个 中 .车 
vw, x] G= 1,2..À). 


log: 


log' je- w] = 0, (j = ], 2, k) 
于 是 (1. 6.10 (4 xr. 若 人 存在 j, 使 
à jo aol], 


则 log 本 "m log 8 «0. 
注意 到 ,当天 了 时 ， 
[o 一 a : 洋 lo; — e 一 jo — «j| 


"73 * 


; 1 
:是 log ucc Q. 
此 时 有 
T dee s "e 
2,|log' lasci log $9 
于 是 有 
T l - aT 1 E EE EE 
log ma 2j pos ua log 
由 《1.6. l [01:6 T2E-BREREST ETUR ng 
; 1 NE enu MP NY. 
log Jeca Sm Z| lag YU cs Bk Cs 
HE c ODER EU E 
A 
| » 1l. 53 
log lgthtzoo 77 | lA lz) ww 
FE 
mir "zu" N- Am. Tu) — 
a ERE E 
NU "EO zx Areg — 2: 


(1.6.13) 5561. 6.120 Wii RIED B GS 


Tr gh ze kT ir, h) + O). 


央 此 


Tir gri. So 


Tir. ) 
又 上 可 任意 大, 这 就 得 到 


lim Tir, AD - 


TG, 


>k + oll). 


CxD。 


TE NI. £l eR RUE - RM dé Had PE 


上 是 定理 1.46 的 推论 . 


(1. 6.12) 


(1.6.13) 


(1.6. 140 


定理 1.47 ihal) AIER CEPR GO. e" V n) 


(D  TG.h)— o(T ir.) 
GD Tir, h) = SG). 
. 74° 


(r — o6), 


$1.7 ”大 于 亚 纯 函 数组 的 定理 


1.7.1 Nevantinna 关于 亚 纯 函数 组 的 定理 


在 亚 纯 国 数 叭 一 性 理论 的 研究 中 .下 述 Nevanlinna' 定理 起 
重要 作用 . 
EI 148 BAGOUS 1.2. o0 为 n 个 线性 无 关 的 亚 纯 
医 数 ,满足 恒等式 
NS m l. (1.7.1) 


一 3 


则 对 于 bpDmegsla 有 
Toy Ne ) 十 NOr AD ND) 


-— DING — No. E) 8G. (1.7-2) 

HEE D 4 Wronskian f?9]5& W File Lf, 
fr 一 Or {fr >or & E). C1. 7. 3) 
Tir:-— max (T(r,f), C1. 7. 4) 


E 为 有 穷 线 忻 测 度 的 一 个 集合 . 
HE. — HR $C COLL ?7.1) EXOR SNL f 
Df 19,9 -— 1X (1.7.5) 


FEl 
B ADG S len) zb E, EE D 0 由 (1.7.1)， 
(1. 7. 5» 得 


D -—Dj;;-—1,2,-:.), (1. 7. 6) 
EE D, 为 行列 式 记 中 ff 的 代数 余子 式 , 故 有 
D, ; D 


其 中 
755 


j^ a4 E 
f f a dm 
f zu A 

A=] : ， (1. 7. 8) 
fi 1» JM Nin 1? f 
Be 


六 ,为 行列 式 信 中 第 一 行 第 -一 个 元 素 1 的 代数 余子 式 ， 出 (1.7.7) 得 
mir SO mr A nr) 


L mt 人) 十 mr 人) 十 N(r, 大 ) 


一 Nr 大) 4 OQ). (1.7.9) 
mn 
SERE LER 
EE IUE 
故 


NAD Noida 2 NG. dE) 一 YNG Sà 
í Li k=l 


Fa k=1 


十 和 Cr 站) 一 No, 5, (1. 7. 10) 


注意 到 
= I. = § B mE P 
mtr, T7 (r,f)) —SQG). 
(7 = 1.2, k = 1.2.7.2 — 1). 
于 是 


mr mA) = Sir). (1. 7. 11) 
BO 7.9). 7.10,(1. 7. 1D 得 
Tir, f, = mG,f. te NG, f) 


< Neg f)! Noo + NGD) 


= 3G. f= Ne, $) + SO). (1.7.12) 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， XL ER FOL jm 也 有 类 和 似 (1.7.12) 


。 7T6 。 


的 结果 ,于 是 (1.7. 2) 成 立 
由 定理 1. 48， 可 以 得 到 下 述 


定理 1.49 在 定理 1.48 的 条 件 下 , 若 之 Ne) — SG) Bt 


Tr) = d» Níir. P 一 Niel) So) (1.7.13) 
i € TG) D.) E 1. 48 相同 . 
证 . m. 7.6 有 
NG,D) = NGD) x Y QV Gr f.) + GO ONGS). 
T i 
NG,f/) + NGD) — TNS 
iei 


= Ní, D) -- SINGU 


rd 


« Sues, 10 — DNG, fa) 一 ONG. £o 


Pen 
z a= DYNA L = DANS) 


Ésír). : (1. 7. 14) 
E. 7.125,00. 7. 142 得 


Tir fo 过 Ne P? 一 NG, 万) + SG. (LS 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 对 其 他 /,0 x jm n) 也 有 类 似 于 
(1. 7. 152. 的 结果 ,于 是 (上 17.13) 成 立 . 
由 定理 1. 48, Nevaniinna™” 证 明了 了 
E1. 50 iE GO —1,2.—.,n22) Hn J3 £t. 
也 满足 下 列 条 件 : 
L NCE 三 0, 其 中 Cj;(j = 1,2,…,n) 均 为 常数 . 


2° L Z 0 = 1,2, n), HHK SI Kk akt, 
fz) filz) 非 为 常数 . : 


. 77> 


vo MO) No» = o(rG) (r> co, r & E), 


1 


ee f 
其 中 rr) -= gmin, d (T vp) IE 
则 C, = 0(j—1,2:,). 
证 ， HC E Eit n = 2. Bl 
Cf t2) 4 Cfstz) = 0. 


假定 Cj{j — 1.22) 不 全 等 二 0. 不 失 AFE iC Æ 0, 则 


0 
JA g C, 
HE TRIE E UE. En - 1. 50 成 立 ， 
iba = da ?)WcREHE 1.50 EVE ,并 证 明 对 于 =: HIRE 


A ODT. KER EET 1 个 亚 纯 国 数 广 (z)(7 9 1.2. 
/十 1) 满足 定理 1.50 HRI FEE 


HE 
VEA =D. (1. 7.18) 
i1 

RC dnee4 d D RESET 0. FEEN C, 6 0G — 1. 


一 1. 如若 不 然 , 小 大 一 般 性 , 设 C = 0. 18 0.7.16) 得 
NC.) = i). 


HAD GS 12er ,1) WEE 1508] & (t. HT n= i fH, 
按 人 很 定 定理 1503 rA% n — 成立, 故 C — OGS l, 2ed, 
HMmC,-—2o0(G-1.2,;-4410 &gCG-102,:-- DATES 
F o HRE IE AAC -0022912.-,2T0.* 


Cf T . 
giz) =— G.I dn (了 一 1.2,.D). (1. 7. 17) 
BiCI- 7. 16) 得 
216/60 =] 


我 们 进一步 证 明 g;(2) 07 一 1,2，…,) 线性 无 关 . 如 若 不 然 , 设 存 
在 不 全 为 0 的 常数 alj = 1,2,，… ,2) ,使 
。78 。 


E 


Za ag; (x) = Q, 


Ri i 
Sf == 0. 


由 于 按 很 定 定 理 ]. 50 对 - ETE SÉCÉ a0, — 0(9 9 1,2. 
m ERI a, Cj = 1,2. D 不 全 为 0, 不 失 一 般 性 , 设 w 4 0. H 
a.c, 一 0 得 c =0, 这 与 已 知 结 果 “ ZAG 1.2, - 0). 
于 是 GG 二 1,2,….7) 线性 元 关 . 
设 TO) = max TG anis B OL 7.17 得 
NI NC) 所 < Nr 让) 
一 Ar) 十 NG 三 LONG 
ul 
(Pm 062.7). 
再 由 菜 件 f 
No) + NO.g) = S(r) (Jj m 1,2,"" .7)., 
其 中 Sr) = olr) » ENS g & T2; 于 是 
20M E e Sir) 


NM NG.g) = SQ). 


对 gz 一 0.22.20 应 用 定理 1.48 得 
Tér.fi) s, SEr) S 1,2, D. 
TR 
UO s SO), 

这 是 不 可 能 的 .这 个 矛盾 证 明了 C = 00 — 1.2, D. 于是， 
一 7 十 1 时 定理 1.50 成 必 ， 

由 定理 1. 50 可 以 证 时 

定理 1.51 ROG e .2.29e2000 ZI HEKK. 
g,GO C = b2.7 m) DARKE FRU (GE. 


. 70» 


1* 3 Gyr? =ù. 
j*1 
2 —M)xjkunBigG) 一 gr(z) 非 为 常数 ， 
35 chj)zjsmnmluA«ksnED, 
TG.f,) = oT Ge 5)) (r— o,r & E). 
MJ f£; m0 = 1.2,° ,7). 
证 ， 用 数学 归纳 法 . 先 设 n = 2, 则 条 件 D 
f, GOeti E fient m 0 
fic £,GOXG 1,2» 不 全 蛋 等 于 0, 不 失 一 般 性 , 设 方 (z) 天 5. 则 有 


genos 1z) 三 一 M. 


MERS 有 


Terei i) m Tis 


f. 
fa 


To. TG.IOo-S4 00) 
zoll (re se) 
idboeTGPRPSHOR--0HfuIE 1.51 成 立 . 
现 假 定 定理 1.51 对 于 E nC 2) 成立, 下 面 我 们 证 明 对 
Ton ca GESE 1.5) D45L VE fO. GOUG 二 0,2. 十 1) 满 
是 定理 1.51 中 各 条 件 . 假 定 Pi — 1.2. D 人 全 人 恒 等 于 
0. WRL GO ( = 一 1.2 人 十 1) 中 有 一 个 函数 ,例如 fio m 
0. 型 由 恒等式 
xel 
S M Germ m (Q. 7.18) 
" 
231, Gent? zx 0. 


所 以 f GG 0.26 满足 定理 1. 51 中 各 条 件 , 又 由 于 已 知 
IPER n E 1.51 d sre L0 m 0 一 1,2 2). 从 而 
JD 三 0G = 1,2, = D. 这 与 假定 矛盾 ,所 以 FO 25 OC 
—1,2,"-.5 ^D. 

+ 80» . 


(j 一 1.2.2 1), 


E e died. ose: 
(1. 7.19) 


B 7.18) 78 

arl 

NECEF G) = 0. a. 7. 20) 
REF G)ZOG-—1,2-5n- 10.559,35 1x ;-kRzndl 
BE.EQGO/F.GO 非 为 常数 . 此 外 我 们 有 


NG.F n) 十 Nis go SNOS + NG) 


SITS) OC) = oT en iy). (r0 oo,r & E) 


(1. 7. 21) 


CGE S= 1.2.o 6d. 


fi 
En REP 
Ej WV 
故 
UE TRE 
T(r.e ^) = T id F F| 
Tir Sao 4 TS 4 Tr, = HOL) 
= Tir. D olTGr.e8 78) (r— oor C E). 
于 是 


Te) = O Tes zb]. (re E) a. 7. 22) 


由 (1. 7.21.1. 7. 222 有 


I ^ 1 
No) -Ner — e TG. ED (re oor & E). 
LN p k’ 


DlAcRxLnd|1. 
nc D 满足 定理 1.50 中 各 条 件 , 故 
ix5 0.7.19) FA. FRE OG — 


(7 = b2.7.o 3. 
这 就 证 明了 Fitz)(7 1.2, 
€, 7 0Cj o 1,2, 7n l), 


2,5, n 1) 全 恒 等 于 Ü, 
»* Bl* 


1.7.2 Borel 关于 整 函数 组 的 一 个 定理 


Fish Borel 的 一 个 关于 整 函 数组 的 重要 定理 . 

定理 1. 52 设 fe) 1.2.-—,.n) 及 人 二 1:2.77, 
n) > 2) 为 两 组 整 函数 ,满足 下 列 各 荣 件 ; 

1* MfG =Q, 


je 


2 Xpxjzalzh-ksjlnBb.f/GO89985]Few-890 
的 级 . 

W Ae = 0,0 = 1,2, ,1). 

这 个 定理 在 亚 纯 函 数 唯一 性 理论 的 研究 中 起 着 重要 作用 É 
曾 引起 Nevanlinna 对 于 亚 纯 中 数组 的 研究 ,以 下 我 们 根据 定理 
1.51 给 出 以 上 Borel 定理 的 一 个 严格 证 Hj. 

证 ， 和 根据 定理 1.51, 我 们 只 需 证 明 由 定理 1.52 中 条 件 2^ np 
以 推出 定理 1. 5] 中 条 件 27 及 3°. 事实 上 ,由 于 时 函数 的 级 都 是 非 
TAB] MOS A A k Bp entm 的 级 大 于 0, 故 e GO 一 g GO 非 为 
常数 ,所 以 定理 1. 51 PA& (E 2^ 满足 . 由 定理 1.44 8n, esmet 的 
级 与 下 级 相等 ,因此 按 假定 f,(z) 的 级 小 于 e 的 级 知 ， 
Si) 的 级 小 于 ena 的 下 级 ,再 由 定理 1.18 知 ， 

Tir, f) 一 of 了 (ret )), 

于 是 ,定理 1. 51 中 条 件 3° 也 满足 ,这 就 完成 了 定理 1. 52 的 证 明 . 

由 定理 1. 52, 可 得 下 述 

X. WA GXG—LbL2,;sncLDERgGXj-—12. n 
之 1) 为 两 组 整 函数 ,满足 下 列 条 件 ， 

1° Ès Get? = fai le), 

2° 当 1XjxndtblbxnHE.G 的 级 小 于 em 的 
f&.4EnIRIBPMRDE.U «jx ncllgsh«kzxnWB.[fM 
级 亦 小 于 en 7o 的 级 . 
则 fi(z2)=0 (7= 1,2,.%,n + 1) 
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证 .只 需 注意 条 件 U 中 恒等式 可 以 写 为 
2 fauaGOeSam m. gu a = 

然后 后 由 定理 1 52 Bl ap fH] f; x) m 0C = 1,2, +1). 
1.7.3 Niino 关于 亚 纯 函数 组 的 一 个 定理 

我 们 首先 证 明 一 个 站 理 . 这 个 引 理 实质 上 是 Borel 定理 的 
个 推广 . 

引 理 19 BROG — 12:7 o0 EBRR a CO Cj — O0. 
l1. 00 GE Hp EI LUIS RE 


TG) — ol S TG.) ich omr E E) G= hliva) 
如 果 5 
Mile = az) (I 
PX 
则 存在 在 全 为 6 HIE EG m 1.2.…,n) ,使 得 
a ehea — 6, Sl 7 24) 


证 如果 a fz) c: 0, 引 理 1.9 SEA RE. Fn E au F 
0. rf C1. 7. 232 有 


VENZ ai 
-一 al) =] 
CA) 
YE G.(z) = ace HU N ] ,2， n) 


$6 = =|, 


如 果 G ) 线性 无 关 ， 出 定理 1.48 得 
TG.G) « Dreg LND) SG. (1.7.25) 
HEt D 38 Wronskian {FFIR WCG, GrG), 
SG) =T) (rm ær E), 
83“ 


这 里 T(r = max IT GG. PE ER] 
IL 
NG cos NG do d NGa)dsTGa) À Tia) + O0) 
Tj e, 


= o06NVI Ge) {ror E). Cl. 7. 26) 


k=l 


NOCO SIN Gua ) + No. E Tirsa p Trand HOi) 


-— of 3 roeon» (r — oc.r& E), 


k=] 


NOD) x a NG.G = Of BUG.» (r—co.r&g E) 
rl & 1 


(4.7. 27) 
EAG. 7. 252. €1. 7. 26). C1. 7. 27) BEI j — 1,2. 有 
Fir) «ot S se + Sír) (r—-oo.r € E). 
T 
Tír.C,) = Tir.) 十 oC T Ge) (r € E». 


£z 


SG) = ol S Tou) (rg E). 


k=] 


BU P — 12era H 
Tre) = ot STGueS) ír & E). 


m 
了 是 
DY Tiret) n NTG,e8)) ír & E». 


这 个 耶 盾 证 明了 Gz)(0j 7 1.2, o0 必 线 性 相关 ,于 是 (1.7. 24) 
成 立 . 
下 面 证 明 Niinoc 的 一 个 定理 . 
定理 1.53 dig GOG-125g0 为 整 函数 ,ai(z)(G — 0, 
leen) AE SEE. EL BS UE 
*84 * 


DET RC TOT 


Tir,aj) = Sr.) pa Tira) = Sir, ea 5), 
一) 
MR al OH 
N a enesti t = alz), (1. 7. 28) 


1 


MIER G 02,3. — 1) AER 


1 : US 
» Cja;C IE T esas (x) = Ò, 
f «1l 


其 中 心 10. 

WE. Kya leen = 23k 1)sas l) REER. 
U a wt G o9 23k o- Dea 线性 相关 ,可 找 出 其 最 

t- 1 

线性 无 关 闻 集 . aie" — a.G) 可 用 其 线性 表 出 . 

T iii 7H c E1499 iu t8. 

A4b4-nc- tke p — Bi n= & RTE 1. 58 成立 .应 用 
3[H 1.2 £1. 7. 2060 有 


b 
Ydun mm 9. (1. 7. 29) 


XxGB d, G TU 1.3.3.8) HEREZH 0 芍 常 数 . 如 果 d, 0. H 
Sepe medo DREZE, d 0. HO. 7. 200 45 


a,( er, 


ii; wv d, 
d, E eU umo 2. a, mt (1. 7. 30) 


j8BCl.7. 300 f£ CJ. 7. 2&0 得 
S XO d, 
azet S f va s% Taloen 一 ay(z) =Q. 
j22 $ k 


PEE LIIW HE d, 0X. = 0, 由 (1.7.29) 得 
zi. 


2 \ ok, 2) -一 
2. quet = 0. 
定理 1.53 也 成 立 , 苦 心 关 0 由 (1.7.29) 得 
tel d. 
a, Cz )efs) 一 - 一 25 Fa (Tes. (1. 7. 31) 


j=1 (7 


* 85» 


把 (1. 7. IDRAR, 7.28) 得 
va 一 Pa, (2)er® 一 alz) = 0. (1.7. 32) 


el 


因 aj z)e (Cy zu 2,3.:^ E x 1) LI az) 线性 无 关 ， 故 Le 


Æ 0.1.7. 32) 两 端 除 以 1 一 外 即 得 定理 1.53 的 结论 ,这 就 证 明 
HM [—n—(QG—1)—1 n 1.53 成 立 . 

下 面 假说 n ik- 1) =C D 时 定理 1.53 成 立 , 证 明 
?一 全 -1]) 一 :2 十] 时 定理 1.53 也 成 立 . 事 实 上 ,应 用 引 涅 1.9 本 
(1. 7.28) 有 


I 


t4; 


和、) jda, e m0, (1.7.33) 
ix B d,G = 1,2. sd D 为 不 全 为 0 的 常数 . gg a --o.d 
alze T 一 2)3. k - 1) REEM, d Ch = kkt l, 
二 !) 中 至 少 有 - -ARA 0 RIRE di 0. HO. 7.33) 得 


&4i—i 
gpz yet 一 一 25 deca, (ejen, (1. 7. 34D 
j=2 Li 
1E CI. 7. 34) 代入 (1.7.28) 有 
bei 
re QU d; te) 
a,(z)ef: ^? 十 2 (i — qi een "za. 


B B ES 1.53 oz. URE d, 0. WE d, = Ch = BR 
ld D.d.7. d 


2t Y Fla, (z)e5, = 0, 


定理 1. 53 BAL. Xi d.C =k ktl RHD RER Q. 不 妨 设 dd， 
Æ 0. 由 (1.7.33) 得 


&-i—]1 


2; dja, {zje 68 Bp 0 一 d, 244, (2). CI. 7. 35) 


=J 


应 用 引 理 1. 9 到 (1. 7.35) 得 


b-i-l 
23 eda (z)e*) ts — 0, 


j=] 
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其 中 ee 一 1,2. 省 十 2 一 了 为 不 全 为 0 的 常数 , 故 


bM 


Y eda Ges? 2 0. (1. 7. 36) 


J= 


da = 0(h = kik + esi +i D. Ba; Oe Cj — 2,8, 
一 1) 线性 无 关 知 .ed 0. (Q7. 350 RARU eid, , 即 得 定理 
1. 53 的 结论 . 若 d, Ch = kek t Turne HEEL 1) 不 全 为 0 不妨 设 
diis Æ 0. BOLT . 36) 得 


k- 
S eda {zje 7i V? mL d, agus D. 
重复 上 而 过 程 ， 即 可 得 到 定理 1.53 的 结论 . AMEH n 一 (一 1) 
二 7 十 1 时 定理 1.53 也 成 立 . 
L74 亚 绅 函数 组 的 专 量 关系 
Niino-Ozawa*'^ 证 明了 
定理 1. 54 PEIUS. 1,2,:e. 0) KERER a, Cj — 1. 


tw 
" 


5.0) AERE m E Suec) 一 LUDO Sp L 
下 述 定 理 是 定 埋 1.514 的 加 强 RIER. 
定理 1. 55 设 g,C MG = 1.2.7. p) CBE ROE SE PR MIC. E 
满足 @(ee ,8 s 16m 01.2, pea; G= 0.1.2, p) HIFA 
数 . ma ag; tm) = uy Dii Tawid- l: 


为 了 证 明定 理 1. 35. E WEBB -- 9| 3. 

引 理 1.10 — E fio ,f(z) 为 开平 面 上 非常 数 亚 纯 前 数 ,cl， 
caets HIER R. 如 果品 六 一 cafa = cs HJ 

TG) SNEP Ni 30 Nf) Sf). 


证 .由 第 二 基本 定理 得 


L) NGS + Sof). 


L € 


T(G,f) «No 3) a Nfr, 
1 


.87* 


注意 到 一 的 零点 与 fi 的 堆 点 相同 .于 是 


TGr. fi «No 十 NG. 42 + NCOr,f) + Sr,f,). 


1 


易 见 , 引 理 1.10 实质 十 也 是 定理 1. 48 的 一 个 推论 . 下 面 证 明 
定理 1. 55. 

证 ， 用 数学 归纳 法 . 

先 设 户 一 2, 出 引 理 1. 10 容易 得 到 

8(0.g +H 800, g,D x 1. 

El p = 23E BE 1.55 成 立 . 

FHERR 2 pug m2 m6ERE.55Bn WEB p= g 
1 时 定理 ]. 55 gr. PESE Ln BR e GO Gm 1.22 7 D £RTEXG 
X. RIFO Ceg = 30 -13,2:79T-D05 

NG.g)— o(ir.g)) (f= 12..q4 1). 


x 
TG) — max UG.g)) 
gyl 
则 
NN gp = S6, 
Jy 


EP Sr) 一 ofTir)) oere € E). 
应 用 定理 1. 49 到 


E 


Pa 
2, 5g (x) m1 (1. 7. 37) 
334p 78 
得 
: gail 1 
T(r,g)« DNG )4 $00 G =l, 2g + 1). 
j=l : i 
故 
g- 
TCD < MN. — So). (0. 7. 38) 
271 + 


注意 到 对 7 二 1,2g +l 有 
NG, « Q — &Q0,g0 + oT, gp 
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S< -—8(0,g) T oODTG). 
于 是 
4 十 1 & 十 1 
ZNC, ps < (da 十 1 一 2,50.) 十 o(00T C). 
: (1.7. 39) 
由 (1. 7.38). C1. 7. 39) 得 
yiL 
TG) < aq Aog TOO + SG). 
i=) 
HEEN 很 
S800, 8;) Xx 


neonan a 
o = 1.2g- D'€ 


> gun) = 0. (1. 7. 40) 
不 妨 设 eua Æ 0， B .40) 得 
BG) —— 2 Fe) (1.7.41) 
Jg GO. 7.412 RAC. 7 .37) 得 
S aule = 1， (1. 7. 42) 


PLE 
其 中 d,(j a 1] ,2,°.…,9) EJ 为 常数 . BH CI. 7. 42) Fd; — 1.2.***, 
g) 中 至 少 有 二 个 不 为 零 , eU d, s0(—1.2:7d, = 0 
二 5s 十 1.… g) RES 祈 g. 于 是 (1.7.42) 可 写 为 


Dy ` dge) =]. (1. 7. 43) 


根据 归纳 假设 ,由 (1.7. 43; 得 
5.) < Xs — l. 


注意 到 
O08) El G=s+1, g +1). 
TR 
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"rl 


18(.g) xq 
i= l 


这 就 证 明 , 当 p — qe 1 时 定理 1.55 也 成 立 . 
17.5 三 个 函数 的 情况 


ERREI AR 在 (0,co) 中 具有 无 穷 线性 测度 的 一 
TER HERR EO c) 中 具有 有 穷 线 性 测度 的 一 个 集合 ,但 
在 每 次 出 现时 不 一 定 相 问 , 以 后 不 再 说 明 . 

在 亚 纯 函数 唯一 性 理论 中 ,下 面 是 一 些 常 用 的 结果 . 

定理 1,56 BADD 二 1.2,3) 于 开平 面 亚 纯 , 且 万 (>) 不 

为 常数 .如果 O 

Sla ej, CI. 7. 44) 
T 
Yo lj. 2G. FOLAAT CEN, 


(1. 7. 45) 

HRAST = max TG £2), Jl FG) — 1t he S=. 

WE. — 043138 1. 10 5550, f, 0, 25 0. KERE Fi f ER 
EEX, HEM]. 48 f& 


Tr, D Z 2 Nir, m 4ONG.ÁOÓ  NGID) 


- uds 一 NG 1) +S), 1.7.46) 


ix) 


其 中 
Hye A 
SIA AE RH 
An At OR 
SG o0 GO) (r-—cr& E), 
这 里 


Tor) = max (T(r, f). 
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d .7.442 有 
KH fy 


D = . 
fa " fa " 


` 3 
NOSO END — DNG, fò 
£-I 
= N(r,D) Yl: Nir, f) now Nr. f 
x;2N(GG.fD + 2N ,fs). (1. 7. 47) 
Bi CL. 7. 46). C1. 7. 47). 可 得 i 
Tí fi MA Kat +N O, + 2NG.f2 4-5). 
(1. 7. 48) 
同 理 可 得 
Tif) < N Cr- F ) + 2NG, f£) + 2NA) SG), 


t=] 
i EI x; - 
Tir fi) < SN (52 c 2N GO  ZNGSfÉD SO. 
4-1 
于 是 
3 5 
TG) « SNe 239 NG«f)) — SC). 
m 4 k=] 
再 由 (1.7.45) 得 
T(r)« (A-cFoQDTG) rE, 


这 是 一 个 矛盾 iX TF JB ERE T. f,(j — 1,2,3) 线性 相关 . TEE 


- 0. (1. 7. 49) 
车 c= 0, 由 (1.7.49) 知 ,cz 750,05 Æ 0. H 
fi-— af. (1. 7. 50) 
ji GO. 7.500 RAC: 7. 40 得 
fit a-Bh=1. (1. 7. 51) 


S9] * ; 


B. 7. 502.1. 7. 51) 得 
TG, f) = TG. f) +00). 
Tosd STO, f£) + 000 
= TG,fp +01). 
故 


TO = TG. f) +00). (1.7.52) 


RAW RIES BAA75120. SERERE 1. 10 到 
3 


GG. 7-512, 3E PE EE CY. 7.520 有 
TG) Nt. 42 * Nc.» 4 NG SD - SG) 
l 22 
H 1 a uM ] 
< NN. ít ENS SQ) 
k=l E zi 
TO) (Ac oODOTG) El), 
这 个 矛盾 即 证 实 eo 到 0. 
由 (1.7, 49) 18 


€, po fap » 
Í, mi Eh a f, (1. 
TE O7. 53) RAA. 7. 445 得 
a= 3f irf (6.7 
€i €i 
Té. 1543 CREE. 


1) 1- 2 天 有 ES = z 0. 
Em 1 
ECI.7. 532.61. 7. 542) 得 


x C 77 44, €3 
J: T T A J— t—, a. 
Cpa Cs € T: [2 


BICI. 7. 54), C1. 7. 52) 得 
Tir, fa = Tr,f) + O01), 
TG, fc Tr fy) + O00) 
= Tr, fı) + 00). 


^ 925 


[ox] 


Tr) = TO, Jai) + O(1). (1. T. 56) 
应 用 引 理 1.10 SI C1. 7. 54D ,JEHEX S (1. 7.560 有 


TO) NG) + Nr ty + Nc. fo + 50) 
f: fa 


3 3 
«ONG GO + 2 NG, + 0. 
k=1 A k-1 
再 由 (1.7. 45) 得 
T(r) « (à c-oQ)DTOo) (€ D. 
这 是 一 个 矛盾 . 
22 1 一 一 


BO 7:54) 知 ,1 -2 .*0H 
1 


h=. (1.7.57) 
Ci Ca 
注意 到 由 1 一 "x = 0 可 得 c = cs. Hir C1. 7. 532. (1. 7. 57) 得 
f+fi=——. (1. 7. 58) 
c C3 


车 ce, Æ 0, 应 用 引 理 1.10 S[ C1. 7. 58) 得 
TG) « Nerz) 4 Ner, 3) NGA 2480 
1 2 


3 3 
< DING. 32 - 22]N G4) HSO. 
&—1 


t=] 
EAO 7. 450 METE. PE 6 — 0. (1.7.50 h=. 
3) 1 一 全 =0. 
5 2) 类 似 ,可 得 fo 
应 用 与 证 明定 理 1.56 相同 的 方法 ,可 以 证 明 下 述 
定理 1.57 BAOG = 1,2,3) 于 开平 面 亚 纯 , 且 AGO 
为 常数 . 如 果 


3 
YL mx], 
j-l 
H 
. 93 。 


j-1 j=? 


3 3 
MEA ^23! NESL QoQ»TG Sd) CED 
J 


T(r) = OT f) , 
LPS ECOL max (T Gr. £2) TOEMORIM QAOR IB 


17.6 ”四 个 函数 的 情况 


4x UtREU? 证 明了 
定理 1.58 LOG = 1,2,3,4) 为 开平 面 非常 数 亚 纯 函 
数 , 且 满足 


br S (1. 7. 59) 


如 果 
4 LI 
DNC, f) =T, fd) G € E,k— 1,2) (0.7. 60) 


j=l 


及 
4 
ENG, I < Ok oDTG, fO. Ge Lk — 1,2» 


(1. 7. 61) 
Ro à 190 £14 f22-0 及 f+ f,=l. 


证 . 假设 f(z)(j = 1,2,3,4) 线性 无 关 , 由 定理 1. 49 得 
TOSO < DINGH S0). Go 1,2,3,4), (7.62) 


j-1 

其 中 SG) 二 oT(7)) (r-—co.r€ E, 

TG) = max (T (r, £2). 

1&iea 
Hi (1.7.60, C1. 7.625 得 
TG) « Qr oO0D0TGO (€ D, 

这 是 一 个 矛盾 ,于 是 MCA (j = 1,2,3,4) 线性 相关 , 即 存 在 不 全 为 
0 的 常数 c;(i = 1,2,3,4) 使 得 


Dof = 0. : (1. 7. 63) 


j=l 
假设 cr Æ 0. HI CI. 7. 595,00. 7. 62) 得 
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Ya 一 DPDL= =1. (. 7. 64) 


j-1 


如 果 1 一 全 一 0 由 (1. 7.64) 得 
a = (1 一 DA=1. (1. 7. 65) 


B f.p 1- P 关 0,1 一 F 关 0. 应 用 引 理 1.10 到 


(1. 7. 655,2 HEX IL (3. 7. 60), (1.7.61) 得 
TO, fD L AHATE, SJ) G€D, 


这 是 一 个 矛盾 ,于 是 1 工 一 全 天 0, 用 同样 的 方法 可 以 证 明 t— A 


0,1— 2 0 应 用 定理 1.56 S]. 7.640, 3€ TE E S] C1. 7. 602. 

1 .6D f& f,G0G = 1,2,3) 中 至 少 有 一 个 为 常数 ,这 与 定理 的 
Bora 这 个 矛盾 证 明了 c, — 0. 同 理 可 证 cs: — 0. Hi C1. 7. 63) 得 
«Q3 0,c:0,H 


f=- 2f. (1. 7. 66) 
2 
gi Q. 7.59), OG. 7. 66) 得 
(1 一 2f LAT. (1. 1. 67) 
2 


假设 1 一 = + 0. 应 用 定理 1.56 到 (1.7.67), 并 注意 到 
(1. 7. 60), (1.7.61) 得 (2z)(7==1,3,4) 中 至 少 有 一 个 为 常数 ,这 


与 定理 的 假设 矛盾 .于 是 1 一 = 0. H4C1. 7. 66), C1. 7.67) 即 得 
ÁcEfKÁsoOEA-M-1 

由 定理 1. 58, 可 以 证 明 下 述 

定理 1.59 RAOG — 1,2,3,0 于 开平 面 亚 纯 , 户 (z) (E 
一 1,2) 不 为 常数 , 且 满足 


Df;=1. (1. 7. 68) 
r=1 


如 果 
95 。 


4 
DNG, fD = oT f G& Ek =1,2), 


j-1 


及 
4 
SING O AHOTS) Ge Lk 1,2, 
E j 


RP WRF f. f £-1cgkX fT fi. 
E. BRIEL E. RC BEER. 
D BA =c Hp enl) 为 常数 ,由 (1. 7. 68) 得 


3 


ES 
zb 


再 由 定理 1. 57 50. — m 1 FE m1 eA fim 
2) Bt fi c, RrPieGe D 为 常数 ,与 上 面 类 似 , 也 可 得 出 f. 
寺 1 一 cc 及 所 十 ff 三 1. 
3) 假设 Fas f. 均 不 为 常数 ,由 定理 1.58 即 得 f. e fom 1 
应 用 定理 1. 48 ,使 用 与 定理 1. 59 类 似 的 证 明 方 法 ,可 以 证 明 
定理 1.60 ELG = 1,2,3,4) 于 开平 面 亚 纯 ,下 (z)( 
一 1,2) 不 为 常数 , 且 满 足 


Dfi=1. 
如 果 
ENP  33ING. £2 < G+ oT Gf) 
C € I,k—1,2), 
HEPI URE A=1, LEARN AERE 
应 用 定理 1. 60 ,可 以 证 明 下 述 
定理 1. 61 设 FG s 1,2:3,4) 于 开平 面 亚 纯 , 六 (=)(R 
二 1,2,3) 不 为 常数 , 且 满 足 
f=1. 
如 果 
» 96 » 


4 4 
DNH HLN, S) < A+ ADT f) 


(r € I,k — 1,2,3). 
其 中 < 1, 则 fll 
证 ， REFE HEM 1.60 得 
FH fÉmsl. 
再 由 引 理 1.10 得 
TG. f < Nír, +) +N F) HNG, fd + SG,f) 


« AHAT, S) (r€1, 
这 是 一 个 矛盾 ,于 是 六 三 1. 


1.7.7 n ABRA 


ROE AXB LEERE AER ER T 
定理 1.62 BLOG 一 12) 于 开平 面 亚 纯 ,了 f(z) 人 
= 1.2.5. T D 不 为 常数 , 且 满 足 


Mfsi (1. 7. 69) 
j-1 
HF n 实 3. 如果/,(z) 关 0, 且 


INe, 3) TG DING.) < AH ADT, f) 
pert 1 


(ET 一 1，2 一 1)， (1.7.70) 
RBA«I AGO 1. 
Bi 5|38 1. 10 知 , ZEE 8 1.62 中 ,n 必须 大 于 或 等 于 3, 否 则 
(1. 7. 69) 与 (1.7. 70) 不 能 同时 成 立 . 显然 定理 1.57, 定 理 1.61 均 
为 定理 1.62 的 特殊 情况 ,由 定理 1.62 容易 给 出 定理 1.50, 定 理 
1. 51, 定 理 1. 52 的 简单 证 明 , 下 面 用 数学 归纳 法 证 明定 理 1. 62. 
由 定理 1.57 知 , 当 ”* 一 3 时 ,定理 1.62 成 立 , 假 定 定理 1. 62 对 
TORRE nO n xD 成 立 , 王 面 证 明定 理 1. 62 SET MEER — 1 
1 成 立 . 
in f = 1,2,… 4 1 线性 无 关 , 由 定理 1.48 得 
a 97 。 


il 


TG, fD < DNG HNG fi) T NG,D) 


jmi 
+1 


— DNCS) E Ne 证) +S), (1-7-71) 
其 中 也 ,SCc) 与 定理 1 48 ml. 80.7.10 类 似 ， 我 们 也 有 
Nr, f£) + NG,D) 一 SANG. f) «IS GM). 


(1. 7. 72) 
gi OQ. 7. 70), 0. 7. 7125, 0. 7. 722 得 
TG,f«(G-FoODTG. £f) CED, 

这 是 一 个 矛盾 ,于 是 Jili —-1],2,:- i T 1) 线性 相关 , 即 存 在 不 全 
为 0 的 常数 cr 了 = ],2, 十 1) ,使 得 

i 

Dof; 三 0. (1.7.73) 
注意 到 f =] 2,4 不 为 常数 ,ii ŻORA GGS 1,2. , 
D 不 全 为 0. 不 失 一 般 性 , 设 e. 75 0. Hr OL. 7.69), 01. 7. 732 得 


+ 十 1 


$10 -— £5 2 1. (1. 7. 74) 
B5 1.10 80.1 一 zz = 2,3,…, 十 D 中 至 少 有 三 个 不 为 0. 
AUR 1— 595 — 0. 由 (1.7.74) 得 


注意 到 (1. 7. 700 ,由 归纳 假设 知 , (1 一 DNG = 2,8,,D 中 必 
有 一 个 恒 等 于 1, 这 与 /,G1,2;,D 均 不 为 常数 和 矛盾 ,于 是 1 
一 s* 0. BO. 7.70 ,根据 归纳 假设 知 ,六 :为 常数 . 设 uu 
c,Krp c 为 常数 . ms eel. m. 7.69) 得 


i 

DA L T 
= 

2c 


再 根据 归纳 假设 知 , 方 (一 1,2,… ,i) 中 至 少 有 一 个 为 常数 ,这 是 
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DFE., FÆ c — 1, B fi 三 1, 这 就 证 明了 当 二 i 十 1 时 定理 
1.62 成 立 . 

QUIERO? 还 证 明了 

定理 1.63 设 太 人 一 1,2,，…， 0TH mw f 二 1,2， 
een 一 2) 不 为 常数 , 且 满 足 


2)f1, (1. 7. 78) 
EF ndh WMR f... É 0sfn 天 0, 且 
DING. + G — DYING < AHOTS) 
j=l j pert 


(r€ I,£—-1,2,-:,n—2)5, 
(1. 7. 76) 
其 中 A< 1; 则 或 者 人 _， = 1; 或 者 S = 1 ,或 者 fa 十 大 三 1. 
证 ， BRL aw 3 1.4. Go 闫 1. 我 们 区 分 三 种 情况 . 
D f(z) 三 c, 其 中 cl 了 1) 为 常数 .由 (1.7.75) 得 
3 DEM. 
再 应 用 定理 1.62 得 了 二 cf, 三 1 故 f.1(z) 三 1 一 c, 于 是 
faa) + fun) m 1, 

2) fail) 三 c ,其 中 c( 关 0) 为 常数 . 与 D 类 和 似 , 也 可 得 
fz) d fm. 

30 假设 Fo GO fL GO 均 不 为 常数 ,对 此 种 情况 ,我 们 使 用 数 
学 归纳 法 . 

Ei EXE 1.605,24 n 二 4 时 定理 1.63 ELSE. 假定 定理 1. 63 对 
TUBE COL xn D Ion Pil def TE BR IE SB 1.63 对 于 整数 = 一 
1 十 1 成 立 . 

与 定理 1. 62 的 证 明 类 似 ,应 用 定理 1. 48, 由 (1.7.76) 可 以 证 
BB f(z)( 二 1,2,…,i 十 1) 线 性 相关 , 即 存在 不 全 为 0 的 常数 cj(j 
一 1,2,…, 十 1) 使 得 


+» 99» 


i+i 


Sef, =0. a. 7.77) 
j“) 
如 果 Ĉi +l 3 0, B. 7. 75), (1. 7. 71) 得 
1 c; ui 
由 定理 1.62 40, f, GG — 1,2, 7D 中 至 少 有 一 个 为 常数 ,这 是 


一 个 矛盾 . EE Cr1 = 0, 同 理 可 证 €; =D. 不 失 一 般 性 , 设 cl 天 0. 
Bi 0.7.75), 0. 7. 77) 得 


t—-1 
$ja— 2f, fit fim 1. 
ji : 


再 根据 归纳 假设 有 fi 十 fua = i, 这 就 证 明 当 w= 2 十 1 时 定理 
1. 63 SL. 

由 定理 1.57 知 , 若 在 定理 1. 63 中 一 3, 则 仅 有 两 种 情况 , 即 
或 者 f 三 1, 或 者 =l 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Nevanlinna”, FEJp26-15 8 2", 
EHE” ,Niino?? , Hiromi-Ozawa'? , Niino-Ozawa'? , Toda? , 4% 
HER eoim TL BERE- 55 HEUS C 23 ‘E $-HERY 2] 
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第 二 章 ”一 些 有 穷 级 (下 级 ) 亚 纯 函数 的 唯一 性 


在 亚 纯 函 数 唯一 性 理论 中 , 确定 有 理 函 数 所 需 的 条 件 比 较 
少 , 而 确定 级 小 于 1 的 超越 亚 纯 消 数 所 需 的 条 件 又 与 有 理 水 数 非 
常 相似 ,有 穷 非 整 数 级 (下 级 ) 亚 纯 函 数 的 唯一 性 又 是 上 述 两 类 亚 
fü 范 数 唯一 性 的 推广 ,本 章 将 扼要 氢 述 关于 这 几 种 类 型 的 亚 纯 郴 
数 唯一 性 的 研究 工作 . 

在 亚 纯 尔 数 唯一 性 理论 中 ,关于 有 穷 级 (下 级 ) ER CET 1€ 
的 研究 成 果 非 常 丰 富 ,研究 方法 也 比较 特殊 ,我 们 将 在 $ 2. 4 中 扼 
要 投 述 关于 有 穷 级 (下 级 } 整 函数 叭 一 性 的 研究 工作 ， 

研究 有 穷 非 整数 级 (下 级 ) 亚 纯 函数 的 唯一 性 , 研究 具有 实 零 
点 的 有 穷 级 整 函 数 的 唯一 性 需要 Hadamard 分 解 定理 等 有 关 知 
W, 我 们 将 在 $ 2. 1 中 叙述 并 证 明 Hadamard 分 解 定 理 等 有 关 结 
R. 

J. Anastassiadis'? ££ ir T § 23 E Ee E Taylor 展 式 的 系 
AE Picard 例外 值 ,CM 公共 值 ,唯一 性 等 的 关系 ,我 们 将 在 $2.5 
中 叙述 并 证 明 J. Anastassiadis 在 这 方面 的 有 关 研 究 成 果 . 


$2.1 Hadamard 分 解 定理 


2.1.1 亚 纯 函 数 的 零点 的 收敛 指数 


d f(z) Arist XV £t p 3 LE 8 ERRA zz, SAAT APERE HE 
级 零点 重复 排列 . 令 zn = rHfénsrnxcxrzA. 我 们 


称 使 2 KAHER c 的 下 确 界 为 f(z) 的 零点 收敛 指数 , 记 为 
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p. 由 下 确 界 的 定义 知 ,对 任意 给 定 的 正 数 e, Dec clt 


Plo 发散. 
” 我们 以 n(n) 表示 f(z) 在 |z| <r 内 的 非 堆 堆 点 的 个 数 ,是 年 
Ny r nO, 
于 是 ar, 于) 一 ar) t (0,3, 
NG, >) = NG) 十 n(0, F)logr. 


我 们 有 下 述 

定理 2.1 设 f(z) 为 超越 亚 纯 函数 ,具有 无 穷 多 个 零点 ,其 
零点 收敛 指数 为 p. 则 
TAO ma eD 


r= 


XE. “首先 证 明 (2. 1. D 右 端 等 式 . 设 


— logn(r) — 
[im Sar = g, (2.1. 2) 


r> Mit 


meco 


logn (r) ” E 
logr « acr 2" 


[EI 
BD nV) « riti. 
由 于 nGQ zn, 所 以 
nni 
于 是 
ecd. 
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其 中 6 一 a ru > 0. 所 以 级 数 
dn 


UR. 
AAH AHERE K e> 0, 可 以 证 明 
v1 


a— 
"1 Ta 


发 散 . 事实 上 ,假若 级 数 (2. 1, 3) KA. 则 有 
lim -i = 0. 
所 以 当 n 充分 大 以 后 有 过 世人 和 好 ntr) 之 re Basr 
ra W 
n(r) = nG) « nra). BIA r 充分 大 以 后 有 
nir) «rtt. 


: (2.1.3) 


于 是 


这 是 一 个 矛盾 , 故 级 数 (2. 1. 3) 发 散 . 
这 就 证 明了 a= e. 


车。 一 co MENER RRS, IRRE AYRA 


EARD) Lo MS LIBERO HERE A ER o «c r， 


这 与 «= 二 ce 了 矛盾. MAy a 一 co 时 ,pi — co. 
下 面 再 证 (2. 1. D 左 端 等 式 . 
由 
n(r) fz dt 


log2 | t 


n(r) = 


1 
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Nr) — N) = f Dg 


nr)log , 
5 ü 


即 得 
Ile as Nr) — [ig logn e? 


rco reo ogr 


由 定理 2.1. (2. 1. 0 式 可 以 作为 f£ GO) 的 零点 的 收 钱 指数 的 
EX. 

338 2.2. 设 f(z) 8 A TRECE £l PROC HEF xr E COS 
mm 9 XA. 

证 . 由 


NG) + CO, 大)logr NGF) «TG, + 00), 
即 得 


logN (r) « im logT (r, f) : 
logr rc logr 


于 是 2 xA 
2.1.2 典型 乘积 


EG AEREE ERE TEL SERERE IM mmm. 4 
|z,| =r BHA rn Sree Srn Se R EWERAN 


1 
2; rett 


5 


收敛 的 最 小 整数 . 我 们 称 

E(u,0) = 1 — u, 

Elu, p) —— (1 =$ Det b, P 1.2577, 
为 基本 因子 . 8] EA UEBH 2E 2S E 8 


Plz) 一 IEZ.» 


在 z 平 面 上 任何 有 限 区 域 为 一 致 收 伍 .于 是 P(z) 是 一 个 整 函 数 . 


. 104 * 


PG) 称 作 FO 的 零点 所 作成 的 典型 乘积 . 整数 p ARARA 
的 亏 格 .显然 有 p — 1x px Ox AGXH oo FGO 的 零点 收敛 
指数 ,4 为 f(z) 的 级 . 


我 们 有 下 述 Borel EH. 
定理 2.3 — HUBER PGO 的 级 2 等 于 其 零点 收 伍 指数 os ED 
pp. 


证 、 HDEHR225.0«p FX 
log|P(z)| = Dyle EC. p)! + 2ogiEC-. 2| 
k S H x. nr 
下 面 估计 之 ,与 之 ),. 
先 估计 之 ,,. 由 基本 因子 的 定义 ,并 注意 到 x, > 2r, 则 有 
in| E[ £^] |< peser] 


EY s 
l[i-z|]-£ 4 3| uisi 
E 


P 


TR 


z 


us 一 log 
tit 


«se $i". (2. 1. 4) 


$ 5-01 $^ 收 敏 ,所 以 出 (2.1. 4) 知 ,存在 常数 As, 使 


25, < Ar^. (2.1.5) 


E pl» e, — LUE EAE BRUGES eA 5-109 e d- e. DLE EH 
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(2. 1. 4) All 


rtie 


2 < ph >) an 


t7 2r 


«2: (hyna vd jas 


nml 


< n (2.1.6) 
iv ren 2r, 我 们 有 
log | E| ip IE logE| Ž 7 


Era E ES 


EM 


«zz rafit -+ 
Saara 


«z[ Z) Eze + 2r e i] 


=B: |5)". © (2.1.7) 
再 注意 到 ,对 充分 小 的 正 数 e, 有 pi 十 e 一 之 0. 于 是 由 (2.1.7) 有 
2 < B2," 
fr 


4 
二 一 向 一 
= Br’ » rit tn^ 


nie 
< Br’ » (aree D rra 
= Am. (2.1.8) 
Hi(2.1.52,(2.1. 65, (2. 1. 80 得 
log |P) | < (A, 十 Arat 
由 于 * 的 任意 性 ,有 o xo. AREH e — n. 
对 典型 乘积 进行 更 精确 药 估 计 ,我们 可 以 证 明 下 述 


定理 2.4 Br ARMRERPO 的 亏 格 , 则 T(r,P) 一 
o(r*?) (r- oo). 
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定理 2.4 的 证 明 比 较 长 ,可 参看 Hayman”. 
2.1.3 Hadamard 分 解 定 理 


对 有 穷 级 整 函 数 , 有 下 述 Hadamard 分 解 定理 ， 
定理 2.5 设 f(z) AUBSS ACÉ REKE, — 0 为 其 级 等 
Hon Zas’ 为 FG) 的 非 0 零点 , 则 
f) = AP Ge, 
HPPO FG) t3 0 203 0852780 SEA QGO 为 一 次 数 不 商 于 
ACD) 的 多 项 式 . 


_ JG) 
FG) = daos (2.1.9) 


WI FG) HERH, 80 C Picard HIME. FEFE) 一 e ,其 中 
Q(z) ARAR. TEER Q(x) 为 一 次 数 不 高 于 ACO 的 多 项 式 . 

设 S 的 非 0 零点 的 收敛 指数 为 e PO 的 级 为 @. 由 定理 
2,2,2.3 有 


p— AC). (2. 1.10) 
dE FGO 的 级 为 4CF). 应 用 定理 1.14, H8 (2. 1. 95, (2. 1. 10? 得 
ACE) «; max {p AN) = ACÓ. 
EHEH 1.44 的 系 1 知 ,Q@(z) 为 一 次 数 不 超过 ACÓ 的 多 项 式 . 
d flz) 为 有 穷 AUD SEE PRÉC. dg HE 2.5 知 ， 
f(z) = z*P?, 
EH P) 为 f(z} Bidk 0 E AIL RUCSISEBLLQGO 为 一 次 数 不 高 于 
ACE) 的 多 项 式 , 设 为 典型 习 积 PC(z) 的 亏 格 ,4 为 多 项 式 Q(z} 的 
次 数 . 置 
= max {p,9}， 
我 们 称 整 数 g 为 整除 数 f(z) 的 亏 格 . 设 f(z) ERRA 
8; EU] CL ES ADEL HORISERI PG 的 亏 格 p 满足 
€ —lX&pxp «ACD. 
注意 到 9 x (让 .于 是 f(z) EISE g 所 AGO. 
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显然 有  ACÓO x; maxípoq). tk 
ACP) = max {pg}. 
现在 比较 9 与 上 ,只 月 两 种 可 能 : 
D Rage =q. 
注意 到 pxedMbzg FPE 
g = max(f,q) =q — ACD. 
2) de 2 Wl ACÓ =a. 
注意 到 g= maipag) Z2 p, p ze —1-—ACD — 1. 
于 是 g Zz ACD — 1. 
综 上 即 得 f(z) 的 亏 格 g 满足 
A —1sg X ACD. 
E AO —1«gsACGO, Wl ACO « g d- 1. ARKEA 
Ki Xo eg 1— AN FEE nnn EDT 
Ter, f) < rPH = o(pttt) (r — oo). 
E AS) 一 1 一 &* 由 定理 2.4 知 ， 
| TG, P) = (r7) = ot!) Cr — co). 
显然 还 有 
TG.) = o(r!) = o(rt*!) (r — oo). 
于 是 
Tr, A S klogr + T(r.P) 4- T(r,e9) 
= o+) (r — œ), 
这 就 证 明了 下 述 
定理 2.6 设 f(z) ERREAK. g DR Fe) 
T(r,f)-o(r* (r — co). 
下 面 把 Hadamard 487p PETEJ SIE Aog 35 ,我 们 有 下 述 
定理 2.7 设 f(z) WERA 级 亚 纯 函数 ,在 z 一 0 附近 


fz) = cz 4 aunt eue (c Æ 0), 
ai sagit 为 fG) 的 非 0 EX 01,605,777 为 fo 的 非 零 极点 , 则 
fz) = ze 2, 


* 108 * 


其 中 P(x) 为 f(z) 的 非 0 堆 点 的 典型 乘积 ,P:(z) 为 f(z) 的 非 9 
极点 的 典型 乘积 ,QQ(z) 为 一 次 数 不 高 于 ACO 的 多 项 式 . 
WE. i8 
Re ni CERTE 
Wi FGO ARER, H 0 为 其 Picard WAME. FÆ F(z) 一 ee ， 
其 中 Q(z) JERK, FEMER) 为 一 次 数 不 高 于 (让 的 多 项 
式 . 
设 Az) 的 零点 收敛 指数 为 e ,Pi(z) 的 级 为 PP,) ,f(z) 的 极 
点 收复 指数 为 oP) WRA AP). 由 定理 2.3 有 
APO», APOSA. 
再 击 定理 2. 2 有 
APDO s ACD), ACP;) « ACD. 
i FGO HRA AF. 由 定理 1.14 有 
ACF) X maxi àP, AP AO) = ACÉ). 
再 由 定理 1.44 的 系 1 A1. QGO 为 一 次 数 不 高 于 ACO 的 多 项 式 . 
设 /{z) AAR AD 级 亚 纯 范 数 , 由 定理 2.7 知 


b 、 
Qo) t AEJ 


flz} = z'e Pi 


设 f(z) 的 非 0 2E ALIA EGREERR PLGO IPFE bu f GO 的 非 0 极 
g = max(fssbog), 


”我 们 称 整数 o 为 亚 纯 函 数 f(z) 的 亏 格 . 与 整 函数 的 情况 类 似 , 可 


以 证 明 
Af -- 1g x ACA). 
与 定理 2.6 类 似 , 我 们 可 以 证 明 下 述 
定理 2.8 R/C AUR STAOIEAE PS AC e 为 其 亏 格 , 则 
Tir, f) ort!) (r — co), 


2.1.4 Laguerre 零点 分 隔 定理 


在 研究 具有 实 零 点 有 穷 级 整 函数 唯一 性 问题 中 , 需 用 到 下 述 
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Laguerre 零点 分 陋 定 理 . 

定理 2.9 JO HUE SERERE Kags HSA 
ERR z 为 实数 时 ,f(z) 取 实 数值 ). 如 果 .f(z) 的 所 有 鹤 
点 均 为 实数 , 则 当 z 为 实数 时 ,f(z) 的 导数 六 (zx) 也 取 实 数值 , 且 
f G) 的 所 有 零点 也 均 为 实数 ,在 f(z) 的 二 个 相 邻 零点 之 间 有 且 
BUB FP GO 的 一 个 零点 , 且 是 P" GO 的 单 零点 . 

证 ， 因 f(z) 为 有 穷 级 整 函 数 . 由 定理 2. 5 知 

f) = tP”. (2. 1.12) 

X f(z) E vf gx lE pslgsldpAASSBUPGORBR 
亏 格 ,2 为 多 项 式 Q(z) 的 次 数 . 由 亏 格 g 与 FG 的 级 ACO 的 关 
系 , 我 们 还 有 4( 方 xig 1x2. 

首先 考 虚 p = 1 的 情形 ,可 设 (2.1. 12) 为 


f(z) 一 eelpa 加 Ze, (2. 1.13) 
其 中 c( 天 0),a 为 常数 ,为 非 负 整数 ,{z,) 为 A60 的 所 有 非 0 零 


&. IIa — Dé: X fo) 的 非 0 零点 的 典型 乘积 ,按照 9 一 0 


或 1,a 一 0 或 和 0. 
其 次 考虑 绢 一 0 的 情况 .如 果 GO 有 无 穷 个 非 0 零 点 {z。} 这 


时 级 数 D 收敛 , 记 其 值 为 w ,可 设 (2.1. 12) 为 


aa anA agw = "A 之 ` 
f(z) = cer Ira zU (2.1.14) 


rm] 


其 中 cCA O2 为 常数 ,按照 9 二 0R 1.a: = 0 X v 0k HIE 
负 整 数 , 显然 


c M oo 


ev = eo” ape 
于 是 (2. 1.14) 可 改写 为 
fæ = ewefa — zx 
其 中 a = a, 一 Ga, 此 时 了 (=) 亦 可 写作 (2. 1.12 ,但 其 中 无 穷 乘积 
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不 再 为 典型 莱 积 .如果 f(x) 仅 有 有 穷 个 非 0 零点 ,f(z) 亦 可 写作 
(2.1.13). ERPESRRUASRII O- o6 XE w 为 正 


整数 . 在 以 后 我 们 仅 考 虑 f(z) 有 无 穷 多 个 零点 的 情况 ， 对 flz) 有 
有 穷 个 零点 的 情形 可 类 似 处 理 . 

现在 证 明 (2.1.13) 中 常数 c,a 均 为 实数 , 且 当 = 为 实数 时 ， 
PG) 取 实 数值 .由 (2.1.13) 得 


Dom nd 


AD. 


pnr 


Gf XD 
于 是 OD 为 实数 . 这 就 证 明 当 x 为 实数 时 ,万 (=) 取 实 数值 . 对 
(2. 1.13) 施用 对 数 微 分 法 可 得 
ZG) ap Dl 1 +4 . (2.1.15) 

由 此 即 知 ,a 为 实数 . | 

FEARS 的 零点 均 为 实数 . 设 上 为 慷 (z) 的 零点 ,这 里 二 
z0,z,0 —1,2-)0. X £— € + im XX HR 8m 3 EC. p (2.1.15) 
得 


mew o 1 1 1 
97 EX Rad ES EE 


(2. 1.16) 


比较 (2. 1. 160. 两 端的 虚 部 得 


0 一 一 ngia + EET. (2. 1.17) 

ERE P7 0,2, Q1 —1,2,2. HQ. 1.10 £82 —0, TEE — 678 
实数 ,这 就 证 明 P GO 的 零点 均 为 实数 . 

RAEN P GO 8838 e 5 £GO 的 零点 相互 分 隔 . 设 ,zs+t 为 

J) 的 两 个 相 邻 零点 ; 且 z, 过 z+1; 则 当 z€ Gui Znt1) 时 ,f(z) - 


0. 因此 , 当 =E Guo BELLO 为 的 连续 函数 ,由 (2.1. 15) 得 
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d |f œ) MM. iN 1 
ire" z? Zrnca (2. 1. 18) 


由 (2.1.18) 知 , 当 = E Gosso N, ZER) o, 再 由 
(2.1.15) dl 


r=] 


EG C f 
2m fo J Jo 


一 一 00, 


TÍO YE rox. 自 十 co A — co. Be Gon 


us 有 且 仅 有 一 个 零点 . 设 其 为 z,. 显然 z, m, zor1. 再 由 
(2.1. 18) a4 (ce n «OCT z, M P GO 的 单 零点 . 


fix) 
这 就 完成 了 定理 2.9 的 证 明 . 


2.1.5 Borel 定理 


先 引进 Borel 例外 值 的 概念 . 
定义 2.1 W GO 于 开平 面 趣 越 亚 纯 , 其 级 为 la 为 任 一 复 
数 . 若 


1 nGr, ) 
Tr de 
pu logr 
则 称 a 为 (zx) BS Borel 例外 值 . 
由 定理 2. 1 50. / G0 以 复数 < 为 Borel 例外 值 的 必要 县 充分 


的 孙 件 是 


<À, 


log * Nr, 了 = ) 
Hm | l <a, 
— ogr 
下 面 证 明 Borel 定理 ， 
f(z) 的 Bored 例外 值 至 多 有 两 个 ， 
证 ， 假设 定理 2.10 的 结论 不 成 立 ; 则 存在 三 个 判别 的 复数 
Qj(j 一 1,2,3), 使 得 f(z) 以 a; 为 Borel HAME. 设 
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1 
+ PIS. N 
log NOT ap 


im = p 一 1,2,3). (2. is 19) 


rm logr 
及 
P = MaX {Pis PzP) (2. 1. 20) 
Xil p «x A. 
注意 到 f(z) 为 有 穷 级 ,由 定理 1.6 和 定理 1.7', 则 有 
(1 — o(QDOT GO < IEEE 2* 
于 是 有 


— log* T(r,.f) 
lim logr SeA, 


这 与 Se 的 级 为 和 相 了 矛盾 . 

24 AE Al pr FC 的 级 大 于 0 时 ,显然 了 (zx) 的 Picard (Bi ME g 
为 它 的 Borel 例外 值 .于 是 在 有 穷 正 级 时 ,Borel 定理 推广 了 Picard 
定理 ， 

由 定理 2.10 的 证 明 容易 看 出 , 若 (2. 1. 19), (2.1. 20) 成 立 , 则 
f(z) 的 级 A — o. 


2.1.6 具有 两 个 Borel 例外 值 的 亚 纯 函 数 


在 1.6.4 中 ,我 们 证 明了 : 设 f(z) 为 开平 面 上 非常 数 亚 纯 
函数 ,具有 两 个 判别 的 Picard 例外 值 , 则 f CO. 为 正规 增长 的 亚 纯 
静 数 ,其 级 (下 级 ) 为 正 整数 或 oo. 对 Bored 例外 值 ,我 们 有 一 个 类 
似 的 定理 . 

定理 2.11 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 ,其 级 A 有) 2 0, aia A 
f(z) 的 两 个 判别 的 Borel 例外 值 , B £C 为 正规 增长 的 亚 纯 汤 
数 ,其 级 (下 级 ) 为 正 整 数 或 o. 

WE. 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 4 — 0,as = co. 否则 ,只 要 设 F(z) 


= s 三 和 ,考虑 FG 即 可 . 
设 P:(z) 为 大 z) 的 非 零 零 点 的 典型 乘积 ,P:(z) 为 f(z) 的 非 
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3E ABS ELTRLREBA. 设 在 x 一 0 附近 
f{z) = ezt 十 £44,427 +e, {er 0). 


E 
` zP, (z) j 
P) = P,G) ’ (2. 1. 21) 
_ flz) 
glz) 一 (zy (2. 1. 22) 
Wi) gG 以 0,oo X Picard 例外 值 , 故 
go») L eh, 


EHAO) 为 整 函数 ,由 定理 1.44 Hg GO 的 下 级 |n GO 与 级 A(g) 
相等 , 且 同 为 正 整 数 或 同 为 oo. 

E Pie), Pi), P) WRA AP), ACP), ACP). A O, 
co Jg f G) 的 Borel 例外 值 , 故 ACP1) < AAP <A. 
应 用 定理 1. 14, 由 (2.1. 21) 得 

ACP) x; max {åP}, ACP) < ACD. 
再 由 (2. 1. 22) 得 
AGO x; max (A(P),AC ) = ACD. 
另 一 方面 ,由 (2. 1. 225 得 
f(z) = gG)OP(G). (2.1.23) 
再 应 用 定理 1.14, 51 (2. 1. 23) 得 
ACD x; max(A(g) ACP) = Mg), 
于 是 AQ =à), e AP) < 之 Xlg) 一 Ag). 应 用 定理 1.17， 
由 (2.1. 23) 得 
CD = ulg), 

KEU AS 的 下 级 . RET AO — B A 为 正 
规 增 长 的 亚 纯 函 数 , 其 级 (下 级 ) 为 正 整数 或 co， 

由 定理 2. 11, 立 即 可 以 得 到 

系 . RJ 于 开平 面 亚 纯 , 其 级 或 下 级 为 有 穷 非 整数 , 则 
f(z) 至 多 有 一 个 Bore 例外 值 . 特别 地 , 若 (GO 为 有 穷 非 整数 级 
EKKU f(z) 不 存在 有 穷 的 Borel 例外 值 . 

RIO 于 开平 面 超越 亚 纯 , 其 级 与 下 级 分 别 为 4CP 与 CD. 
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za Jæ) 的 Borel 例外 值 ,我 们 仅 能 得 到 p, 过 4( 放 ,一 般 来 说 


O ONG 
m re Y 
Bl òla, f) v* 1. 但 如 果 p, — E CO ,使 用 与 定理 1. 18 相同 的 证 明 


方法 ,我 们 可 以 证 明 


Ne, 一 ) 
Em pL 0 

Bp 3(a,/) —1. 于 是 由 定理 2.11, 我 们 可 以 得 到 

定理 2.12 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 ,其 级 大 于 0. iasa 为 
f GO 的 两 个 判别 的 Borel 例外 值 , 则 eCa — elaz f) — 1. 

由 定理 1.9,2. 12, 容 易 给 出 定理 2. 10 的 一 个 简化 证 明 . 还 容 
易 看 到 ,把 定理 2. 10 中 条 件 “ 级 4 为 有 穷 正 数 ” 换 为 “级 4 非 零 ” 定 
理 2. 10 仍 成 立 . 


$2.2 级 小 于 1 的 亚 纯 函 数 的 崔 一 性 


2.2.31 几 个 记号 


设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 任意 复数 . 再 设 f(z) 

一 a 的 零点 为 z, (7 — 1,2, 2. WME 2, (0 — 1,220 td gz) a 
的 零点 (不 计 重 级 ), 则 记 为 

Í = a>g =a 或 ge 一 ac 一 a. 
MÈ z (n 二 112,…) 是 了 (z) 的 vm) E B n S= 1,262 
也 是 g(z) — ahar voo 重 零点 , 则 记 为 

f—a-g—à 或 g—a-—f-a. 
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Kle f aeg 一 a 表示 f(z) 一 4 5 ge) — a 的 零点 相同 (不 计 
ER), S = œg = ce 表示 f(z) 5 gGO 的 极点 相同 (不 计 重 
级 ) ,了 二 a 所 g 二 a 表示 f(x) 一 4 与 glz) 一 a 的 零点 相同 ;而且 
每 个 零点 的 重 级 也 相同 . — 5g = co 表示 f(z) 与 g(x) 的 极 
点 相间 ,而 且 每 个 极点 的 重 级 也 相同 . 

定义 2.2 BJO 与 8Cz) 为 非常 数 亚 纯 项 数 ,a 为 任意 复 

G) 如 果 太 一 asg 一 a, 则 称 c 为 Az) 与 SCz) 的 CM 公 共 值 . 

Gi) 如 果 了 = aeg — a, fa 29 f€O 5i g GO 的 IM 公 共 值 . 

(ii) 如 果 a 为 f(z) 5 gGO 的 IM 公共 值 , 并 且 /60 — a 5 
g(z) 一 & 的 所 有 零点 的 重 级 均 不 相同 , 则 称 a 为 f(z) 与 8g(z) 的 
DM 公共 值 . 

在 定义 2. 2 中 ,CM 是 “counting multiplicity* 的 缩写 ,IM 是 
"ignoring multiplicity" [ji Ej ,DM 是 “different multiplicity" 8j 


2.1.2 ”多项式 的 唯一 性 


首先 ,我 们 有 

定理 2.13 R/G) See) 为 非常 数 多 项 式 ,a 为 任 一 有 穷 
复数 . 如果 a 为 f(z) 与 g(2) 的 CM 公共 值 , 则 f(z) 一 a 三 K(g(z) 
— a), 其 中 天 为 一 非 零 常数 . 

证 显然 日 = Li 为 既 无 零点 也 无 极点 的 有 理 五 数 . 


ua 


TE Hx e ipi = KOE0),4XSEUEH] S — a Kg 


— a). 

系 . 设 f(z) 与 glz) 为 非常 数 多 项 式 ,a 为 任 一 有 穷 复数 .如 
Aa fG) 与 g(x) 的 CM ARE. HFEA zo tE f(z。) 一 
gG) — b,xX E ba N) fg. 

下 面 考虑 IM 公共 值 的 情况 , Adams-Straus*? 证 明了 下 述 结 
果 . 


ll. 


定理 2.14 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 多 项 式 ,a 与 5 为 二 个 判 
别 的 有 穷 复数 . 如 果 a 与 6 均 为 f(z) 与 g(z) 的 IM 公共 值 , 则 
f(z) = gx). 

WE ESO 的 次 数 为 p,g(z) 的 次 数 为 g. 不 失 一 般 性 ,不 
fu s. 

d HG) = PG) — g(D. SIR HGO 仍 为 多 项 式 , 且 
其 次 数 鞍 2p 一 1.f 一 a 一 0 与 1 一 6 二 09 的 根 显然 是 五 (x) 的 零 
点 ， 因 (zx) 的 零点 可 补足 其 重 级 ,从 而 五 (z) 二 0 至 少 有 2 个 根 . 
TÉ Ha) 三 0. 又 因 FA GO 不 为 常数 , 故 广 (x) 关 0. 于 是 f(z) m 
giz). 

定理 2. 14 中 的 两 个 值 的 要 求 不 能 减少 ,例如 ,f(z) = e — D 
zg 一 (zl)z(z 一 2);0 是 Fz) 与 5(z) 的 IM 公 
共 值 ,但 f(z) Æ giz). 

HER? HE FEA: Epea) 为 两 个 非常 数 多 项 式 ， 
如 果 存 在 两 个 判别 的 有 穷 复 数 a 与 5 使 得 

(PF a)l p — = OS lq — aia — 5) — 0, 
BART po) =gh) Rpa) tge) =a hah pa) 与 9(z) 
间 还 可 能 有 何等 恒 等 的 关系 ? 

事实 上 ,十 述 问题 的 结论 除了 pp 二 4 或 p 十 Y 三 a 十 5 之 外 ， 

还 有 其 他 可 能 AM Pu := b= l, BD = lsG 一 3)， 


qlz) 一 L is 一 5). ABIRE P^ — 1 — 069g? — 1 — 0, ÍH pq 
Ropclam$e-^. f 

注意 到 ,上 面 的 例子 中 p(z) 5 ag) 的 次 数 不 等 . 基于 这 种 情 
RAER HH TEM: E p(z),q(z) 为 两 个 相同 次 数 的 非常 
数 多 项 式 . 如 果 存 在 两 个 判别 的 有 穷 复 数 2 与 5 使 得 

(5b — a)€p — b) 二 0 一 9 一 站 一 0， 

则 Pl(2) 三 glz) 或 pe) tagl) =a Hh. 

与 上 述 杨 重 骏 猜测 有 关 的 结果 可 参看 Moh"™™,Mkrtejan， 
Hans-Gerald"? ,但 必须 指出 的 是 ,上 述 杨 重 骏 猜测 至 今 还 没有 被 
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证 实 . 
2.2.3 ”有理 函数 的 唯一 性 

对 有 理 函 数 ,我 们 有 

引 理 2. 1， 设 f(z) 与 8(z) 为 非常 数 有 理 函 数 , 具 有 CM 公共 
值 0,co, 则 / GO = Kg Go ,其 中 天 为 非 零 常数 ， 

证 ， 显然 所 一 I 为 既 无 零点 也 无 极点 的 有 理 函 数 , TEH 


为 -常数 . 即 三 = K Gros 于 是 了 一 Ka. 

由 引 理 2. 1 ,我 们 可 以 每 到 

定理 2.15 RSO 与 8(Cz) 为 非常 数 有 理 孙 数 ,具有 两 个 判 
别 的 CM ASHE a,b. M 


f(z) -u c. aix) 
S) -b gíz)—b' 
其 中 天 (天 0) 为 常数 ， 
、 Id rd BR) = 
证 . 设 下 (zc) 一 zop C= 2033 5: 则 FG 


与 G(z) 具有 CM 公共 管 0,co.- 由 引 理 2.1 有 F(x) 三 KG(z), 其 
中 天 (天 0) 为 常数 . 由 此 此 可 得 到 定理 2. 15 的 结论 . 

X. 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 有 理 函 数 ,具有 两 个 判别 的 
CM 公共 值 a,5. 如 果 存 在 一 点 z,; 使 f(z0) = gx) —c nex 
a,c 3E b. fz) = glz). 

下 面 考虑 IM 公共 值 的 情况 . Adams-Straus*? 证 明了 下 述 结 
R. 

5E 2.06 R/C) 13 g GO 为 非常 数 有 理 函 数 , 具 有 四 个 羯 
别 的 IM 公共 值 dl G2 13 d, 则 f(z) — giz). 

证 . 不 失 .- 般 性 ,不 妨 设 el = 0,as = o,a, 一 aa b. 8 
则 ,只 要 设 


LfG 2 -n ael ei 

F(z) — fü) EN. P G(r) zG) z az’ 
则 Fz) 与 GGO 具有 四 个 判别 的 IM 公共 值 0,co, 5, 
3 2 
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4 B Fee) 5 CGo BIST. 
2 


ou 一 


& 


_ h) giiz) 
(ug ue ey 


其 中 f GO ,f(z) ,gi(z) 182(z) 鬼 为 多 项 式 , 量 fi(z) 与 f(z) 没 
HABE FSanGo 与 g;(z) 没有 公 因 六 .于 是 

Ji = Geg = D, 

Í = 088g, = D, 

Ji- áf: = 05g —ag;—0, 

Íi ~ bf: = 0g, — bg; = 0. 
不 失 一 般 性 .假设 

degf, = maxideg/f,.degg;,degg,). (2.2.1) 
设 

== Fg. — g) = figa — figi. (2.2.2) 

则 五 ,在 的 0 点 ,极点 ,& 点 ,5 点 均 为 0. 设 


H = faf ~ b, (2. 2. 3) 
则 五 : 当 且 妈 当 在 了 的 G 点 ,极点 ,e 点 ;6 点 为 0, 设 
H; := 一 已， (2.2.4) 
容易 证 明 ,五 :在 7 的 4 点 .极点 ,ea 点 :2 点 均 为 0, 且 已 :在 的 0 点 
极点 ,a 点 妈 点 的 0 点 的 重 级 均 大 于 或 等 于 总 ,在 上 的 0 ERA. 
4 点 ,点 的 相应 0 点 的 重 级 . 于 是 
1 = FH, (2. 2. 5) 
Hu FOE. 
i 
s = min(deg/,.deg!!, — af;).deg(f, — 5f). (2.2.6 


P Af.—udu.—af—afYf-,—af 
= ara xm bf. f x Cfi E: Bf, M 


degf "fs = Fily ) € : + deg/, 人 (2. 2. 7) 
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B.2.5) 知 


degF 十 degH, = degH;. (2. 2. 8) 
由 (2. 2. 1), C2. 2.3), (2.2. 0 得 
degH, > degf, + 2deg/, +s. (2.2.9) 


由 (2.2. D,(2.2. 2 有 
degH, < 2deg f,. (2. 2.10) 

由 (2. 2.4), 62.2.7), (2.2.10) 得 

deg, <s + degf, — 1 + 2deg/,. (2.2.11) 
把 (2. 2. 9) ,C2. 2. 1D £A (C2. 2.  f& 

degF + deg f, + 2deg/, — s X; s + degf; — 1 + 2degfi, 
故 ”degf 所 一 1. 于 是  F-0.8£1(2.2. 5) H= 0. 注意 到 
f= UP, 
又 了 不 为 常数 , 故 Sefai Ff; £0. h C2. 2.4) f H, =0. 再 
Hi (2. 2. 2) 18 f zx g. 
定理 2. 16 中 的 四 个 值 的 要 求 不 能 减少 . 例如 ， 

ESO = ype FDO g per Bm 
fG) 5 gGo RA PARI IM 公共 值 0,co,1 [H FG S5 g G2). 


2.2.4 代数 函数 的 唯一 性 


RPG — 0,1, 0 为 没有 公共 零点 的 多 项 式 , 且 Pee) 
天 0, 则 方程 
P lew" 十 一 Pi(z)w + Pile) =0 (2. 2.12) 
EXT wA RRL 24 o — 1 时 ,方程 (2.2.12) 简化 为 
Pi(z)w + Pilz) = 0, 


Bp w =— pH 

这 时 局 为 的 有 理 函 数 , 它 是 单 值 通 数 . 4 6 09 1 时 ,我 们 假定 

(2. 2.12) 的 左 端 不 能 分 解 为 含有 的 因子 ,其 系数 仍 为 z 的 多 项 

A RN w APAR. 不 论 v 等 于 1 或 大 于 1, 用 (2. 2.120 所 定义 
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BS w 2S x EP 8 c] fe PD PEG. RARR FR BREUEE AL ICI 
函数 中 不 为 有 理 函 数 者 叫做 无 理 函 数 . 

如 果 (2. 2. 12) 为 不 订 约 方程 , 即 (2. 2. 12) 的 左 端 不 能 分 解 为 
含有 馆 的 西子 ,其 系数 仍 为 = 的 多 项 式 , 则 由 方程 (2.2. 12) 所 定义 
的 忆 为 = 的 范 数 称 作 " 值 代数 函数 . 显然 z 值 代数 孙 数 是 有 理 耳 数 
的 自然 推广 . 

由 定理 2.15 兄 知 ,三 个 值 点 集 即 可 确定 有 理 函 数 . f EDU 
测 ,2v 十 1 个 值 点 集 即 可 确定 wv 值 代数 函数 . 最 近 , 余 军 扬 证 实 了 
何 育 赞 上 述 狂 测 的 正确 性 . 事实 上 , 余 军 扬 证 明了 一 个 比 要 求 2 
十 1 个 值 点 集 条 件 为 弱 的 定理 ,其 形式 与 定理 2.15 的 系 类 似 ,请 
SERF”. 


2.2.5 级 小 于 1 的 亚 绅 函 数 的 唯一 性 


对 级 小 于 1 的 亚 纯 函 数 , 我 们 有 

定理 2.17 RIG) 与 5Cz) 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 其 级 均 小 于 
i. 如 果 0,o0 为 f(z) 5 gl) 的 CM 公共 值 , 则 f(z) = KgGo.K 
中 天 AERE. 

证 。 因 0,e 为 sz) Sg CO B CM 3i it Ho Ts 
BECA xa LOCO RAV ERA. 由 定理 1.14 知 ,五 (z) 的 级 

ACH) xi max(ACA) Ag) « 1. 
再 由 定理 1.44 AD. H (G0 WAR REKA K, W F= Kg, K Æo. 

由 定理 2. 17 可 得 

RL R/O 5 g GO 为 非常 数 亚 纯 函数 ,其 级 均 小 于 1. 如 
AR a.b FG) 与 g(x) 的 两 个 判别 的 CM ARE, HEE 2, 使 
Flea) = glz) =c, EP c Ea, c Ab fe — gie. 

R2 设 /(z) 与 g(z) 均 为 级 小 于 1 的 非常 数 整 函数 ,a 为 其 
CM 公共 值 , 且 存在 zo $E f) 一 gz) = b.RUB b x a M] f(z) 
= g (z). 

定理 2.17 及 其 系 说 明 ,确定 级 小 于 1 的 整 函数 的 条 件 与 确定 
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多 项 式 的 条 件 相交 ,确定 级 小 于 于 的 亚 纯 函 数 的 条 件 与 确定 有 理 
函数 的 条 件 相同 ， 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 饶 久 泉 呈 . 


523 ”有 穷 非 整数 级 (下 级 ) 亚 纯 函 数 的 唯一 性 


231 具有 三 个 公共 值 的 亚 纯 函 数 的 唯一 性 


首先 我 们 有 
定理 2.18 UL / GO 5 g GO DEARER a G= 1,2; 
DAS 5 gGo 的 三 个 判别 的 IM 公共 值 . 则 
TG. f£) «& 3T Gg) + SG, (2.3.1) 
TO.) « 3TG.F) + SG,g). (2. 3. 2) 
it.  gEGERE 1.8 得 


Ti) « $C. 1 S6 


- DN + SC,f) 
z3TG.g) SG... 
同 理 可 证 (2. 3. 2) HOT. 
定理 ?. 18 的 结果 是 精确 的 . 例如 ， 
f) = LE. 
RARU o 29 FG 与 g(x) 的 三 个 IM 公共 值 , 且 满 足 
TG. f£ WPr.giir— ww). 
由 定理 1.219 与 定理 ?2.18, 我 们 有 
X. 喜 定 理 2.18 钢 条 件 下 ,f(z) 与 g(x) 有 相同 的 级 和 下 
Xt CM jtf. BERO 证 明了 下 述 
定理 2.19 RIQ) 5 gGO 为 有 穷 下 级 亚 纯 函数 ,aj(j — 1, 
2,3) 为 其 三 个 判别 的 CM 公共 值 . 如 果 f(z) E gl ACÓ 一 
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EN 一 ME) uGO 二 整数 ,其 中 4( 记 与 (用 分别 为 f(z) 的 
级 与 下 级 AGO 与 nGD 分 别 为 glx) 的 级 与 下 级 , 即 f(x) 与 g(z) 
均 为 正规 增长 亚 纯 图 数 . 

HE, 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 4 — 0ra, = 1,a,; — co, TAJ, E 


B 
'(6 f(x) — a, d) gi) — a 2: — Ca 
F(z) = em. a OR SO a a 
则 0,1.oc 9g FGO 5 GGO 85 CM ARAE #8 F GO GC) BRT. 
B 0.1.00 2M PG f$ gte) 的 CM 公共 值 , 故 
"i 


E 


一 ez， (2.3. 3) 


irum 
一 1 


-— ge, (2.3. 4) 
其 中 pC(z},9(z) 均 为 整 函 数 . 
由 (2.3.2),(2. 3.3) 得 
TO e) STN + TG, +00) 
« AT Gr + SG. 
因此 
Aiet) = nC) x nC, 
Bp ptx) 为 次 数 不 高 于 uo 的 多 项 式 . 同 理 可 得 
Alet) == iQ) S uCP, 
Hil qtz) 为 次 数 不 高 于 eC 的 多 项 式 .于 是 


maxíACe?) .ACe) : < nC). (2.3.5) 

EE f Æ gir) ER e m 1.07 * zÉ 1.18 (2. 3. 32,(2. 3. 4? 18 
1 m 

f= DIE ji (2.3.6) 


应 用 定理 1. 14 到 (2. 3. 6) 18 (2. 3. 50 得 
ACS) s max (A(e?) ,ACe*77)j 
xz, max (A(e?) , ACe?) i 
s uC. 
注意 到 BC s ACO, d& 
ACF) = ulf) = maxi Alet), AC) 1 一 整数 ， 
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再 由 定理 2.18 即 得 
ACÉ) = uCD 二 A(g) = py(g) — ER 
申 定 理 2. 19, BIRTH IH F3 Nevanlinna 定理 . 
定理 2.20 设 .六 xz) 与 8(z) 为 有 穷 非 整数 级 或 有 穷 非 整 数 下 
级 亚 纯 落雪 G= 1.200 为 其 三 个 判别 的 CM 公共 值 , 则 f(z) 
= glz). 


1.3.2 PAHS- 


M. Ozewa'" 证 最 了 了 
定理 2.21 WE AGO 与 g(z) 为 有 穷 级 整 函数 , 且 
f(z) = 0 — glz) —0,f(z) = 15zg(z) = 1. 
如 果 了 f(z) 有 无 穷 个 重 零点 f(z) = g(z). 
可 以 把 上 述 结果 推广 到 一 般 情 况 . A 证 明了 下 述 
定理 2.22 EQ) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 且 
f=0>g=0, f=1S5Sg=1, f= oo 挟 = o. 


Ans 
NG d) -No.4 EEGEN, (2.3.7) 
Dj fiz) == glz). 
4. BREG) 关 giz). 由 


f= 153g := 1， f = cog = oc 


g 
riv m LS "S 
& — l 
f(z)-1-(gi)— De , (2.3. 8) 


Ea cm KE KGE 0) 为 常数 . 由 (2.3.7) 知 ,f(z) 的 零点 非 
室 , 设 ze fGO 的 一 个 零点 ,由 (2.3.8) 1$ K 一 1, 故 jz) m 
&(z). 这 与 假设 矛盾 . FE ÀO 不 为 常数 . (2. 3. 8) 两 端 求 寻 数 得 
F(z) = ig d) + (gz) DR aje, 
Hf-0—g—0 得 
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1 X 1 1 
NG vp) Ta NG, F) «ONG. 
x TG,h')--O(QD. (2.3.9) 
由 第 二 基本 定理 得 
TG, oM E ES p^ N6.5*556.0 


<Ne, d + Ne, TED + Net 50) 
pA req 


于 是 
Tre «Ti, HT, g) +00) 
«AT Gg) Si, f». (2. 3.10) 
由 定理 1.4718 
Tir h) = Sr. eh). (2.3.11) 


由 (2. 3.9), (2.3.10), (2. 3-11) 得 
Nr,¥) -N4 = S{r,g). 


这 与 (2. 3. 7 F. 于 是 1(z) = g C2. 

对 有 穷 下 级 亚 纯 函 数 ,我 们 有 

定理 2.23 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 消 数 ,g(z) 的 下 级 
ug) « oo. 再 设 

f=0>g=0. /=15g=1, f-cotzg oo. 
如 果 当 了 足够 大 时 

nir op) E nu) > maxio.u(g) 一 1)， (2.3.12) 

则 f(z) = g (2). 

ub. Riso 关 gtz) ,与 定理 2. 22 的 证 明 类 似 ,我 们 也 有 
(2. 3. 8 及 (2.3.10). 因 tg) 之 oo0, 由 (2.3.10) 知 ,h(xz) 为 次 数 不 
超过 eC 的 多 项 式 . (2. 3. 8) 两 端 求 导数 得 

Le) = lg e) (g(z) DK aje, 

由 f=0>g=0 得 


nde) — nir. Je) & nid « n) — 1. 
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3155 (2. 3. 12 FE. FESO = g(x). 

由 定理 2. 23, 我 们 有 下 述 

X. — 设 f(z) 5 gGO 为 非常 数 亚 纯 函数 ,g(x) 的 下 级 pC(g) 
< co. BERE 

一 0 一 和 一 0， f=15g7=1, f= co 和 8 = œ. 
Tni fGeo 的 重 级 2 2 的 零点 的 个 数 大 于 max (0. s. 一 11. M 
F= giz), 

在 定理 2. 23 中 ,假设 ule) < oo 是 必要 的 . WRR GO 的 
FRAN «oo, EIE 2. 23 就 不 一 定 成 立 . 例如 , 设 .F(z) = sinz 十 
Dg) = sinz * ecos?z 十 1. 容易 验证 

f—0-£g—0, j =15g=1, f= Gg= æ, 


ER 
FG) 58$ T BUE XR UB 7D SÉ g (z). 这 主要 是 因为 (8) - oc. 
Bm X5 o S OUESIC TTD BEA REC Ozawa ™, 


2.3.3 Bored gis (8 55€ — t 


M. Ozawa^" EEB T 
定理 2.24 设 /(x) 与 g(z) AG SE SCRE IRL HW E 
F= 0g 一 0， f =15g=1. 

则 fl) = g(z). 

易 见 ,三 整 函数 的 情况 ,定理 2. 24 是 定理 2. 20 的 一 个 改进 . 
可 以 把 定理 2. 24 TE 7780 - EL DUBERG UT 证 明了 下 述 

定理 2.25 GIGO I g GO 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,s(z) 的 级 
AGO 为 有 穷 非 整数 .再 设 aj(j — 1,2,3) 为 三 个 判别 的 复数 ,7 (>) 
与 g(z) 满足 

fa -g-—a. /=aSs=a, f-—afg-—a. 
H ai PĒ FKY Borel 例外 值 , 则 (2) = go». 

证 . 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 al = 0,aà; = l,a; = co, 如 果 f(z) 
Æ 8(z) ,与 定理 2. 22 的 证 明 类 似 , 我 们 也 有 

f-—-1-(g-—1De, (2.3.13) 
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XC. A GO 为 非常 数 整 艾 数 . 与 定理 2.22 的 证 明 类 似 , 我 们 也 有 
T Gre) « ATG.g) + Sr,g). (2. 3. 14) 
Td e^ 的 级 
ACC x; ACD. 
注意 到 AGO 为 有 穷 非 整数 . AC 的 级 为 整数 , 故 


AC) < AGD. (2. 3.15) 
由 定理 2.23 知 ,/(z) 的 重 级 FRATARA 
Ne, 3) = Ne, + HSE P). (2. 3.16) 


由 也 一 0 一 g 一 0 及 (2.3.13) 得 
No DSN) 
xTG,e TOO). 


Hid (2.3.16) 得 
Nc, STO + SCr,f). (2. 3.17) 
于 是 
log* Np 
Tim pens x AC) « Ag). (2. 3.18) 
应 用 定理 1. 15 到 (2. 3. 132, d (2. 3. 15) 得 ， 
AC) = ACD. 


再 由 (2. 3.18) 得 
logt N(,-. 
lim 2 « ACD. 

于 是 0 为 f(z) fj Bore 例外 值 . 这 与 定理 2. 25 的 条 件 巴 盾 , 这 个 矛 
盾 证 实 了 f(x) = g(z). 

使 用 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 

定理 2.26 把 定理 2. 25 中 的 条 件 e GO 的 级 AGO. 为 有 穷 非 
整数 换 为 gC(z) 的 下 级 x(g) 为 有 穷 非 整数 , 则 f(z) = ge). 

由 定理 2. 11 ,定理 2.25 与 定理 2. 26 可 得 下 述 

R. 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,g(z) 的 级 4(g) 为 
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有 穷 非 整数 或 gtkz) 的 下 级 ulg) 为 有 穷 非 整数 . 再 设 0,0 一 1,2, 
3) 为 三 个 判别 的 复数 ,f(z) 5j g GO 满足 

f=a>g~=a, f = ag = a faga, 
E a: f 8S Borel 例外 值 , 则 f(z) == g G2. 

显然 定理 2.24 是 上 述 结果 的 一 个 简单 推论 . 与 本 节 有 关 的 结 
IR S [ACE UE ARP Ozawa GLUEME 7D, 


2.3.4 气 值 与 叭 一 性 


我 们 先 引入 几 个 符号 
设 f(z) 为 开平 面 非常 数 亚 纯 足 数 ,a 为 任 一 复数 , 为 正 整 


数 ,我 们 以 zr, 5 表示 在 |z| Sr ESO 一 a 的 重 级 不 超 
过 的 零点 数目 , 重 级 等 点 仪 计 一 次 ,相应 的 计数 数 记 为 有 (7， 


fL 我 们 以 Eo (o, ND 表示 F GO 一 a 的 重 级 不 超过 的 零点 集 
合 , 重 级 零点 仅 计 一 次 . 
对 有 穷 非 整 数 下 级 整 活 数 , 仪 洪 勋 ”证 明了 
定理 2.27 RJO 与 g(z) 为 非常 数 整 函 数 ,f(z) 的 下 级 
EDN 为 有 穷 非 整数 , 且 f = 08g — 0. 如 果 存 在 两 个 判别 的 有 穷 
非 零 复 数 as .a; ,满足 
Ep lan JJ) = Eang) (= 1,2» 


E 
max{ (0, A). (2, , f, Slan I) 0, 
则 fi =g). 
证 . 首先 对 j= 二 1.2 ou 


1 


VO FE «IN. 7 AR 


i 3.19) 


Negi < YN pa + 3TC.D 4 00. 


(2. 3. 20) 
应 用 第 二 基本 定理 ,由 (2. 3. in 
Imo) «Nod Nou RC a) $507 


< Ne, p) c zoe pL 十 $3860 y.) 
+ TGG,f)-SG.f. (2. 3. 21) 
根据 定理 2.27 darn de 3.21) ja 
Tr, fA) < NG, P + BN r zi T iN "5 


TS. 
=No) 平 or + ENS GL 
4 SGre P 
<T) 十 SCr 门 . (2. 3. 22) 
同 理 可 证 
Tr,g) < 27(r + SG.g). (2. 3. 23) 


FEL 的 下 级 BD aO. 
由 了 一 0Ssg 一 0 得 
fG) - e^o 


s) (2. 3. 24) 
EP hi) 为 整 函 数 . 由 (2. 3.232, (2. 3. 24) 得 
TG. s TG. TG.g)4- 00) 
< TO ESEIA (2. 3. 25) 
Te ACIDO 与 下 级 eC 满足 
AGO 一 ple*) KS). (2. 3. 26) 
注意 到 LOO AUR STEEL AC 为 整数 , 故 
AC < aC. (2. 3. 27) 


假设 f(z) $É g GO. H (2. 3.240 Met 关 1. 设 {z,} 是 f(x) 一 
a, 的 所 有 单 零 点 ,由 定理 2. 27 的 条 件 Enplan P) 到 E, (ai gg). 
(z,) 也 是 g (20 一 ai 的 所 有 单 零点 .再 由 (2. 3. 24) 知 ， 
e = 1. 
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于 是 


Ñ., ip Dum x S NG, e 二 »x T (r,e*) 十 OC». 
a 
(2.3. 28) 
由 (2. 3. 27) ,(2. 3. 28) 得 
log* *, E per. 
lim logr L- « AG «ue. 
使 用 与 定理 1. 18 相同 的 证 明 方法 , 即 可 证 明 
Norg) 
lim -rp 一 0. (2.3. 29) 


辣 理 可 证 
Ns AM STED) (ro00). (2.3.30) 
应 用 第 二 基本 定理 ,由 (2. 3.19) 得 
MADE ME pem DESP) 


« Nr, ie e cac "i 


lw 


Tm Nor DHIN 4565 


(2.3. 31) 

再 由 (2. 3. 295,(2. 3. 300 得 

s duco d 1 
2TG,f) < Ns.) 十 NUT 

十 到 NO 二 ) Str. 

于 是 

2« 0 — 80, f£» 十 ia — êlas P) 

十 ia — la fY), 

Bj 

8, + Lala f) + 18,4) « 0. 
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这 与 定理 2.27 的 条 件 相 矛盾 ,于 是 f(z) = zg). 
对 有 穷 非 整数 级 整 函数 ,我 们 也 有 类 似 的 结论 . 不 过 (2. 3. 27) 
式 应 换 为 
AC) « ACD, 
于 是 (2. 3. 29), (2. 3. 300 式 不 一 定 成 立 . 因 此 必须 换 一 种 证 法 ， 
定理 2.28 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 整 函数 ,f(z) RA) 
JARE, H 
l f= 05g = 0. 
AIAEAEAE PIT AURUIALS REAK a1 ,a, 满 足 
Ëp la; J) = Elang), (j= 1,2), 
及 
max(6(0,/),8(a,,/2,0(2,,/72) > 0, 
则 
f(z) = glz). 
uE. 与 定理 2.27 的 证 明 类 似 , 我 们 也 有 (2.3.24) 式 及 
(2. 8. 25) 式 . 于 是 可 以 证 明 
ALE) « AC). (2. 3. 32) 
假设 f(z) Ægi) 与 定理 2.27 的 证 明 类 似 , 我 们 也 有 
(2.3. 28) 式 ， RADR 
NyG.,—— T Fm STO. #) + 0G). (2. 3. 33) 


与 定理 2.27 的 证 明 类 似 ， 我 们 也 有 (2. 3. 31) X. 由 (2. 3. 31)， 
(2. 3. 28), (2. 3. 33) 得 
2T (r,f) < (1 — AO, 7) 十 ofgl17)7(r， 方 ) 


十 ia — (af) J- oT Gf) 


十 ia — lan f) +AT Gf) 
+ T(r,e') + oC (Cr. f£). 
于 是 
(80, f) 十 i95 4 Haan P) 4+ oD Tf) 
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«T e, (2. 3. 34) 

注意 到 max(8(0,/0.0(2,,/2,8(2,, 0) 2» 0. E (2.3. 34). 即 得 
A S AGI). 3X 5j (2.3.32) 矛盾 . 这 个 矛盾 即 证 明了 f(z) 三 
giz). 

定理 2. 27 与 定理 2.28 关于 了 的 亏 量 的 条 件 是 必要 的 . 例如 ， 
d f(x) —coszi.g() —— f(z).a 一 1,a =— 1, 其 中 4 为 奇 整 
数 , 且 nn 之 3. 容易 验证 ,wC7) AUD = 地, 为 有 穷 非 整数 , 且 了 一 
og = 0, E. (aj, = En lag) = 1,2), max(8(0, 9a, , 
F) êlar F) = 0,fG X gG) 是 显然 的 ， 

使 用 证 明定 理 2. 28 的 方法 也 可 证 明定 理 2. 27, 在 这 里 我 们 实 
际 上 给 出 了 定理 2.27 的 两 个 证 明 . 使 用 与 证 明定 理 2. 27 和 定理 
2. 28 RMR Zr E DOE RECO. 证 明了 下 述 

定理 2.29 iR /GO 5 g GO 为 非常 数 整 函数 ,f(z) 的 下 级 
LND KERRE, H 

£ = 05g — 0. 
如 果 存 在 两 个 判别 的 有 穷 非 零 复 数 aiyaz，* 满 足 
EQ, = Er lag) G =1,2), 

HP kh i,k: 22, W f(z) = gie). 

定理 2. 30 ”把 定理 2. 29 的 条 件 f(z) 的 下 级 A CO 为 有 穷 非 
整数 换 为 f(z) 的 级 ACÓO 为 有 穷 非 整数 , 则 f(z) 三 gae). 

下 面 仅 证 明定 理 2. 30. 定理 2. 29 的 证 明 完 全 类 似 . 

为 了 叙述 方便 ,我 们 不 妨 设 态 = 1,6, = 2, 对 其 他 情况 可 完全 
类 似 证 明 ， 

首先 我 们 有 


- 1 1 1 
Wire b NOST 


EU zo... 1 7 
V un 2 十 TP) T OCD, 


(2. 3. 35) 
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Nc. «ING. ti 


PNG RE 1000005 


No m 
< 


(2. 3. 36) 
应 用 第 二 基本 定理 ,由 (2. 3.35), (2.3.36) 得 
To, f)« Ni i "i 十 ree ) + oe y) 


1 1 
« iMrs 2s NGC 


tllo le. +SP). 
于 是 


x 1 一 1 
TG. f) < 3ND FT m + Nds p P 
+ Str. f). (2.3. 37) 
根据 定理 2. 30 的 条 件 , 由 (2. 3. 37) 得 
TG. «3NyG.—L 9) t ANS G, 
E a, g 
< TT (r,g) +S, f). 


l2 5G. 
a» 


间 理 可 得 
Trg) « TL Gr. + Str,g). (2.3. 38) 
于 是 g(z) 的 级 Atg) 一 ACD. 
由 ff 二 0Sg = 二 0 得 
Jæ) go 
go ý 


B AGO HERH. 由 (2. 3.38), (2. 3. 39) 得 
TG.) x TG.) T TG.g) 4 00D 
« 8TG + SG, f). 
FPE e 的 级 AC x ACD. HEERI ACÓ WAER ERRA) 为 整 
"dk 


(2. 3. 39) 


ACe < ACD. (2.3. 40) 
BRES) zÉ g GO. H4 (2. 3. 39) 4e" Z5 1. 与 定理 2.27 的 证 明 
类 似 , 我 们 也 有 
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)« NG«342—) « Tie) + 00. 


(2. 3. 41) 


)s T Ge) + O1). 


Ns. RAD SNir,y l : 
(2. 3. 42) 
把 (2. 3. 41, (2. 3. 42? 代入 (2. 3. 372 得 
TG. ITO, A) + Sorf). 

FEAU s AGI) 3X 5 (2.3.40) 矛盾 .于 是 f(z) m gle). 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Ueda'? , 仪 洪 勋 2 ， 

在 $2.2 与 $2.3 中 卡 要 研究 了 级 小 于 1 的 亚 纯 画 数 与 有 穷 
非 整数 级 (下 级 > SV BS XE DE- E TRIER. HE I0 一 P7. gli) = 
< Ehh) HERRE ROC LL 0,0. 1. — 1, oc 为 f(z) 与 
glz) KPIT FREI CM 公共 值 ,但 f(z) SÉ g Go. 这 个 例子 表明 有 
穷 整数 级 (下 级 ) 和 无 穷 级 亚 纯 范 数 的 唯一 性 问题 与 级 小 于 1 和 有 
穷 非 整数 级 (下 级 ) 亚 纯 责 数 的 唯 .- 性 有 本 质 区 别 . 


S24 有 穷 级 (下 级 ) 整 画 数 的 唯一 性 


241 两 个 整 函数 的 商 


Osgood-Yang/" 让 月 节 

引 理 2.2 EPG) 5 QGO 为 相同 次 数 的 非常 数 多 项 式 . 如 
EQ GO 取 整 数值 时 ,PCz RERE, N PG = AQGO ~- BUE 
"AGE DB 为 整数 . 

引 理 2.3 RPO SQ) 为 非常 数 多 项 式 . 如果 Q(x) 取 整 
数值 时 ,P(z， db CIC, WES 一 4 为 整数 , 且 Pa) 一 
LOG) HEP LG) = aaz? Haag’ TH assa; 二 0,1,…， 
d) JEMY, H a Æ 0. 
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5318 2. 2 ,自然 会 想到 , 引 理 2. 3p d 1 时 ,上 (z) 的 系数 
alj  0,1,7,d) 是 否 也 为 整数 1 然而, 一般 来 说 ,aj(j — 0.1.7, 
d) 不 一 定 为 整数 . 例如 ,考虑 P(z) = FREE) — D. 8188 
2.2 与 引 理 2. 3 的 证 明 可 参看 Osgood-Yang?". 

1978 年 ,G. Gundersen 推广 耳 引 理 2.3, 证 明了 : 设 Ptz) 与 


Q(z) 为 非常 数 多 项 式 , ni 为 一 个 实数 序列 ,具有 极限 点 


士 o. MREGA Q(z) € (cli. 时 ,P(xz) 取 实 数值 ， 则 9 =d 


为 整数 , 且 PG) 一 So, (QGOY EH aG = 0,1, 为 实数 . 
由 引 理 2. 2， 容易 证 明 下 述 
定理 2.31 EPO) 与 Q(z) 为 相同 次 数 的 非常 数 多 项 式 .如 
E 


PACA) zn E mci 


HERSO Bl] PG) =m Q(z2) 十 Znzi Xd m n APRES Bm 7 6. 


| : P(e) Q(z) 
ut. 设 alz) 一 27 B )- 2zi ’ 


则 
gii 1 
f(z) = QUI 


AALO IRE ERU. 故 em. — 1 HIE Zo en 一 1 的 零点 ， 
BJ 8x) 取 整 数值 时 ,e(z) 也 取 整 数值 ,由 引 理 2. 2 得 
&(z) — m * BG) +n, 
RP mÆ O0 ,n 为 整数 .于 是 
P(z)- m -Q(z) + 2nzi. 

TES] —4 3E ETAS TAE PR ES EE FE P EE HESS 
作用 . 

定理 2.32 设 f(z) 与 glz) 为 有 穷 下 级 非常 数 整 函 数 ,0.1 
为 其 CM 公共 值 , 则 仪 可 能 出 现下 述 情 形 : 

HO fa = giz) | 
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di) fz) =a — AP), g(z22—(-—ak(1—e*""5, 


(2. 4.1) 
其 中 a HAM, E a0, 1A 为 非常 数 多 项 式 . 
(iii) sx) = e peek qul], didus 
gx) eg Mm + eTA 十 -十 1， 
其 中 为 正 整 数 ,A(z) 为 非常 数 多 项 式 . 
(v) f(z)--—. 9.79709 ll eT, nd 
gi) —— gh -eerDhe 一 。 Lg, 
FB n JERR AGO 为 非常 数 多 项 式 ， 
(v) 
f) 一 — (2. 4. 4) 
ed 


HP Lle) = azz t aai He tH anal = 二 0,1,"…,4) 为 有 理 
X’ H a4 Æ 0,d JERKE d z 2,h(z) 为 非常 数 多 项 式 . 

证 ， 假设 f(z) x g GO. 0119 FO 5S g GO 的 CM 公共 
值 , 故 


T feug np 
g 6 acp s (2. 4.5) 


其 中 x(z) 与 BGO 均 为 整 函 数 , 且 ef 55 1,60 * z5 1. 858 — GE 
理 得 


Tír.g) « Cr 一》 十 Nino 


I D Sua 
= Nt. P d. MR p^ SCr,g) 
« 2T G,.f£ + SG,8g). 
再 由 (2. 4.5) 得 
Tir eD Tr 二 T(r,g) +00) 
<L ITE, + SG.g). 
B et 的 下 级 为 Ke 的 下 级 为 OM ee x AC < oo. 
于 是 aGO JERR, BIER 8(z) 也 为 多 项 式 . 由 (2. 4. 5) 得 
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SU] 8 = Tg —i (2.4. 6) 
我 们 区 分 下 述 三 种 情况 . 
D 设 e 呈 "为 常数 , 设 近 <“ 一 c 则 ec 天 0,1. 由 (2.4,.6) 得 


f--ue-». g—-ic6^-1. (2.4. 7) 


&1— = a, N] a 25 0.1. 再 设 B(x) = AGO, E (Q2. 4. 7) 即 得 
(2.4.1). 

2) RLG) 的 次 数 与 BG) 一 al) 的 次 数 相 等 , 应 用 定理 
2. 31, 由 (2.4.6) 得 


mhle) —mh(z) 、 
f(z) = T. glz) = i 


一 1" (2.4.8) 

HE hlz) = BG) 一 a(z) 为 非常 数 多 项 式 ,m HERA, H m 260, 
1. 

再 区 分 两 种 情况 . 

1° 假设 m = nx 十 1. 其 中 2 为 正 整 数 . 

由 (2. 4.8) f8 (2. 4. 2». 

2* 假设 mm = 一 n, XH n 为 正 整 数 . 

由 (2. 4. 8) 得 (2, 4. 3). 

3) RR GO 的 次 数 与 8(z) 一 al) 的 次 数 不 等 . 

TOR E, Re) = pa a, 


gi (2. 3. 48) 得 


2ri ple) 

um e 1 

fü) 一 uum. 
gib 1 


因为 f GO DRRR ic enhn. — 108998 RODA enn 一 1 的 零点 ， 
BD AC 取 整 数值 时 ,PP(z) 也 取 整数 信 ,由 引 理 2. 3 (e EP 一 a 为 
EH, H pa) =LA), Hn LG = aaz -ao 4277 十 十 ah， 
al = 0,1, d) HAHAY, H as Æ 0. 因 pt{z) 5 Ah GO 的 次 数 
不 等 , 故 d 之 2. 由 此 即 得 (2. 4. 4). 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Osgood-Yang'? , St Bz R9. 
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2.4.2. 具有 二 个 公共 值 的 有 穷 下 级 整 函 数 的 唯一 性 


HF 与 G(z) 为 有 穷 下 级 非常 数 整 函数 ,a,5 为 两 个 判别 的 
f mm geym SG) s 

Ji] (2 与 gCz) 仍 为 有 穿 下 级 非常 数 整 函数 , 且 0,1 为 其 CM 公共 
值 . 以 后 ,为 了 氢 述 方便 ,我 们 不 妨 设 两 个 CM 公共 值 为 0,1. 

首先 ,我 们 有 下 述 引 理 

引 理 2.4 © 假设 f(z) 如 (2.4.1) Brig D 600,0 = 
éC1 f E 0. 

GD — Br FG 如 (2.4, 2) 所 表示 , 刚 eO — 0,00, 


1 
n 


GD BESE 如 (2. 4. 3) 所 表示 , 则 900,0 = 二 ,3G1， 


Gv) — [BUR f GO 如 (2.4. 40 WER MWO N — 80,7 — 0. 
WE. G), di), Gi) 显然 成 立 , 下 面 证 明 (iv). 
B degL=4d 之 2， i 
deg (2xriL (A(z))) > deg(2zxih(z)). 
于 是 
T (r,e5 = o(T (r,e), — (pr— oo), 
To J) = Te ) + Sir, f). 
注意 到 
Ni ry NO = No 


i 
TX Tr, D 十 SG, f). 


Ni D = Nr, ai zin) NG a D? 
—T.f)-SG,f). 
因此 eO, N) = 90, — 0. 
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M. Ozawa'? 证 明了 下 述 和 定理 ， 

定理 2.33 设 f(z) 与 g(z) 为 有 穷 下 级 非常 数 整 函数 ,0,1 
为 其 CM 公共 值 . 如 果 000,0 > mE AGO 三 g(x) 或 f(z)， 
giz) =l. 

XE. 假设 A(x) =g), HEA 2 32 与 引 理 2. 4 易 知 , 仅 当 

Ja) = etie gx) =— t’, 
其 中 关 (z) 为 非常 数 多 项 式 时 成 立 . 于 是 
f(z) * gl(z) =l. 

定理 2. 33 中 条 件 6(0, 了 ) > 去 是 必要 的 . 例如 , 设 f(z) = e 
一 er,g(z) — e" — e 2 容易 验证 ,0,1 为 其 CM 公共 值 ,8(0, 了 ) 
- ld f xaX fg. 

E 2.34 Be B g GO 为 有 穷 下 级 非常 数 整 函 数 ,0,1 
为 其 CM ARL dp 000,0 > 0,8 300.0 过 方 ,其 中 P2) 
HER, f(z) s gGo RA Se) ge Ho Ae 与 
gC) 的 公共 Picard (i 9e ir. 

证 ， 假设 /Cz sg GO. dE ERE 2.32 与 引 理 2. 4 易 知 仅 当 
8(0,/0 一] 时 成 立 . 再 出 定理 2. 33 即 得 定理 2. 34 的 结论 ， 

由 定理 2. 32 与 引 理 2.4, 下 述 定理 显然 成 立 . 

定理 235 dE ffz. 与 gz) 为 有 穷 下 级 非常 数 整 晒 数 ,0,1 
为 其 CM 公共 值 . $05 810,0 > 0,80,/0 > 0B] AGO m g GO. 

H, Uead IEH 6 FREM. 

定理 236 Ef: 5 ge) 为 有 穷 下 级 非常 数 整 精 数 ,0,1 
为 其 CM 238 Hoo 30.0 过 去 .如 果 至 少 存在 f(z) 的 一 个 
零点 ox RES 

fUG o gU) -90 (G-—0,1,,—10, 
JP (x, = gU iz) Æ D, 
其 中 上 《为 一 个 正 整 数 , 则 f(z) z glz). 
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证 . BRE Æge) Kocs, A «Jj BUR. 32 5 
引 理 2. 4 知 


fiz) raw eh — e CDD -— au uh em, (2. 4. 9) 
Gt-- D2hGr) hle) 3 


— 4 — e 


g(z)-——.g5" —. 


其 中 (之 2) 为 整数 ,hCz) 为 非常 数 多 项 式 . 于 是 


上 式 两 端 令 x 二 z, 由 定理 2. 36 中 条 件 即 得 A — 1. 
由 (2.4.9) 得 f(z0) ——n 3 03X 5 2, 为 yz(z) 的 零点 相 予 
盾 , 这 个 矛盾 证 实 了 f = gle), 
定理 2.37 ELIGO 与 8(z) 为 有 穷 下 级 非常 数 整 函数 ,0,1 
为 其 CM 公共 值 ,上 且 5(0,/) = o. 如 果 存 在 f(z) 的 无 穷 多 个 零点 
zn 二 1,2,…) ,使 得 
fÜ)(x)-—g9?(.)-0 (j—0,L,,&—1), 
SE (z,) = g"(2,.)350, 
其 中 为 一 个 正 整 数 , 则 f(z) 三 giz). 
H. 假设 f(z) Ega). AOD — 0, HER 2.32 58 
2.4 5. f GO 如 (2.4.1) 所 表示 ,或 f(z) 如 (2.4.2) 所 表示 ,或 
f GO 如 (2.4.4) 所 表示 . 我 们 区 分 三 种 情况 . 
D ”假设 f(z) 如 (2.4.1) 所 表示 . DU] 
dp. cup 
g£—1 f a?’ 
上 式 两 端 令 z 二 zs. HER 2 37 中 条 件 得 
a—1] 


a 


t 


这 是 一 个 矛盾 . 
2) 假设 了 (x) 如 (2.4.2) 所 表示 . 则 
Lr E ANM 
Eq ue 2 
上 式 两 端 令 z = xz, 由 定理 2. 37 中 条 件 得 exe = 1. 由 (2.4.2) 得 
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f(z1) — nd 3X5 zy 为 f(z) 的 零点 矛盾 ， 
3) ”假设 f(z) 如 (2. 4. 42 所 表示 . 则 
gel. £ 一 eh, 


g —1 
EARO s: = zam 一 1,2,…). 由 定理 2. 37 中 人 条件 得 
gh, = Í. 


因为 z HSO 的 零点 ,由 (2.4.4) eA 一 1 在 z — n AGE 
点 的 重 级 大 于 eU? 一 1 在 z — rn 的 零点 的 重 级 ,于 是 emo 一 
1 在 z = zw 的 零点 的 重 级 至 少 是 2. 因此 x = zn 满足 
(giri - 1 uei: = 2ziL'(h(z,)) A (Zn E EE En) = 0. 
因为 工 与 及 均 为 z 的 非常 数 多 项 式 , 故 使 
2xi + L'(h(z)) -h'(z) —0 

的 点 z 仅 有 有 限 个 , 这 与 定理 2. 37 PRATE. 于 是 f(z) = 
giz). 

定理 2. 37 中 条 件 存在 f(z) 的 无 穷 个 零点 zaCm m 1,2. 7) 使 
得 
JP Cem) = gP Czn) = 0 (j—0,],-,&— 1), 
fo (z,) PE g^? Cza) Æ 0, 
HB k 为 一 正 整 数 ,是 必要 的 ,不 能 被 有 穷 个 零点 代替 . 例如 , 设 


2mL() _ 1 g Pio — 1 
f(z) = z1 E gí(z)-— PEG 一 1 D 


其 中 Les a+ He — dt, 


n 为 正 整数 . 容易 验证 ,0,1 "T 4 gG) 的 CM 公共 值 , 旦 5(0， 
P = 0, 仅 存在 f(z) B n PERU E z — jU— 012, 
n) 满足 定理 2.37 中 条 件 ,f(z) Ega) 是 显然 的 . 


2.4.3 ”在 两 条 射线 附近 有 无 穷 多 个 零点 的 有 穷 下 级 整 函数 的 唯 
一 性 


€ 


下 述 定 理 本 质 上 属于 Ozawa™, 
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定理 2.33 设 /(z) 与 g(x) 为 非常 数 整 画 数 ,g(Cz) 的 下 级 
BG x oo. EH 
f—0-g-0, f-—l1fSg-1 
如 果 存 在 两 条 射线 re^; == 1,2) , EP 0, — 6, — 2zmv,v 为 无 理 数 ， 
使 得 对 任意 给 定 的 正 数 =, 都 存在 下 标 m, EIR k > ka 时 有 
largz, — 6i Ze (Jeo1,.2 
EP iz i 为 f(z) 的 零点 集合 , 则 
flz) = glz). 
证 ， WE) Sic 为 /(z) IER (e) 的 子 集 ,使 得 
argb, - 0, Cn ooo), 
argc, — 0, — (m — cc). 
由 f-—l1S5Sg-1 得 
f -- i = e(g — l1), (2. 4. 10) 
其 中 AGO 为 整 函 数 . 与 定理 2.22 的 证 明 类 似 ,我 们 也 有 
T (re « ATG,g) + Si,g). 
TE AA FA ue) x ug) «oo. AE AGO 为 次 数 不 超 过 (Cg) 
的 多 项 式 . 
67 AM 


二 .让 
Pa "E 2x 


Ah (bn) 


4 


,lo 
qu 2gi Cn). 


因 5, 5j e. 3929 fF 的 过 点 ,由 (2.4.10) 4p, e? m 1. eMe — 1, 
于 是 Pus qm HAER. HA 
poo (a= oe), 
qn > © (m —> co}, 
设 
Alz) = az + aaz l t e + dos 


其 中 aE Orai (o 为 常数 ,s JEŽ. 出 


_ i2x|p,| + OT , x —arga, , 2r 
n=l LM + 2 


2s s 5 | 


la, | 
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.一 d | (n> æ), 


其 中 66 根据 p, 是 正 整 数 渤 是 负 整 数 分 别 为 0 或 ] ste 为 整数 ,满足 
KAKS 一 1. 因此 
arga, em. 


argó, == 一 BK AE: d x E e t 十 十 Efa), 
其 中 ea) 0 (i -= co), 
同 理 可 证 
> à; 
argcn == Sm xz z DUE RES emn Helm), 


其 中 全 = 0o31, t 为 整数 ,满足 0 寺 Ssl, 
& m) 一 个 Gn — co). 

4 n= co,m — oc, fuf 

2z(ty — t) 2z(8, — à) 


n dde rs s n: 25 
orl Lh d 
ki e| s 十 2s 

于 是 
yu acm 9, 


s 2s 
显然 上 式 右 端 为 有 理 数 ,这 与 为 无 理 数 矛 盾 . T e en 为 常数 . 设 
2 二 Cc 把 f(z) 与 g(x) HEERA CO 3.520 Bf c — 1. RUE F2 
= g (z). 


2.4.4 具有 实 圭 点 的 有 穷 级 整 函数 的 唯一 性 


首先 引入 三 个 引 理 ， 

引 理 2.5 设 f(z) AER RER HGRA g 如 果 f(z) 
的 零点 均 为 实数 , 且 &g 2o 2. 90 600, > 0. f RE F0 的 零点 均 为 
正 数 (或 负数 ), 且 gg Z8 cL M eN 2 0. 

引 理 2.5 MEW f & d Edrei-Fuchs-Hellerstein?". 把 引进 
2. 5 中 条 件 f(z; 的 零点 均 为 实数 , 旦 8 之 2, 换 为 f(z) 的 零点 除 有 
限 个 外 均 为 实数 ,上 且 g 22D 80,02» 0. SEXE EL HEB GO 
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= AD ,其 中 pO 为 多 项 式 ,其 零点 恰 为 SO 的 不 为 实数 的 零 


AU g Go 为 有 穷 级 整 函 数 , 其 亏 格 仍 为 g 2. Ha GO 的 零点 均 
为 实数 ,由 引 理 2.5 知 ,6t0.8) 22 0, 于 是 ON > 0. 类 似 地 ,把 
引 理 2. 5 中 条 件 f(z} 的 零点 均 为 正 数 (或 负数 ), 且 8 29 1 换 为 
f(z) 的 零点 除 有 限 个 外 均 为 正 数 (或 负数 ), 且 g 之 1, 我 们 也 有 
$(0,/D 7» 0. 以 后 我 们 将 使 用 这 个 说 明 . 

引 理 2.6 R/C) 为 非常 数 整 沙 数 ,其 级 为 六 门 .如果 了 (zx) 
的 零点 与 ] 点 均 为 实数 , 则 4( 门 c1. 如 果 f(z) 的 零点 与 1 点 均 为 
正 数 (或 负数 ), 则 (7) < 1. 

引 理 2. 6 HL uEBE n] E. Edrei ?. 容易 看 出 ,把 引 理 2. 6 中 条 件 
f(z) 的 零点 与 1 点 均 为 实数 (或 正 数 ) 换 为 A(z) 的 零点 与 1 点 除 
有 限 个 外 均 为 实数 (或 正 数 ), 引 理 2. 6 仍 成 立 . 

引 理 2.7 iE / GO 为 非常 数 整 淫 数 ,其 零点 与 1 点 均 为 实数 . 
MESC 不 为 实 整 函数 ( 即 至 少 存在 一 个 实数 = ,使 Flzo) 不 为 实 


数值 ), 则 f(z) 必 为 下 述 两 形式 之 一 : 
sin(az + be^ *? 


O f(z)= smeo sin(b — c) Æ 0, 
其 中 a,b,c 为 实 常数 . 
Gy Fa — FPP (ae p bett monem 


sin(az 十 也) 
Hp POD XR a6 为 实 常 数 . 

引 理 2. 7 的 证 明 可 参看 Edrei™, 

H. Ueda‘? 证 明了 下 述 

定理 2.39 设 f(z) 5S gGO 为 有 穷 下 级 整 函 数 , 且 f(z) x 
giz). WEO, 13g / (0 5j gGO BL CM 公共 值 ,f(z) 至 少 有 一 个 零 
点 ,其 零点 均 为 实数 , 则 f(z) 与 g(x) 为 下 述 两 形式 之 一 : 


G)  f(z)-—a(]— etd), 
£z) z(l—a)X]l]-e vt, 
KUBaGE0,D AES. cGe 0) ,4 为 实 常数 . 
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merid — 1 


" e 
üD f(z) = ganr]? 
gr imer d) m 1 
gl) 一 ean 


其 中 c( 天 0),2 为 实 常 数 ， x HER, HRE In| 之 2. 
WE. ”应 用 定理 2. 3?, 由 定理 2. 39 "PAR (FA S) Bn (2. 4. D 
所 表示 ,或 f(x) 如 (2. 4. 80. 所 表示 ,或 f(z) 如 (2. 4. 4) 所 表示 . 我 
们 区 分 三 种 情况 . 
1) 假设 ÁO 如 {2.4.1) Bram. 则 
f(x) =a —&"?:, g(20—(1—20(0u—2.£"7»), 

其 中 af 天 0,1) HRK A) 为 非常 数 多 项 式 . BRA 000, = 
0. 应 用 引 理 2. 5, 则 有 f Go 的 亏 格 g 二 0 或 1. 再 应 用 定理 2.6 知 
Tir, J) = o(r) (r> oo). 

由 此 即 知 , 产 (=) 为 - :次 多 项 式 . 设 
AC) = hz, 
Hp b C 0) ,5, 为 常数 .再 由 f(z) 的 零点 均 为 实数 , 则 f(z) 的 零 
点 zo 一 1,2…) 满足 
hz, 一 bo = 2kni. 
其 中 k 为 整数 ， 由 此 即 得 b, sba ism». i5 m ic ,b, = id, Jl 
(E0), d 为 实数 ,这 就 得 出 定理 2. 39 KARG). 
2) ”假设 fo 如 (2. 4.8) 所 表示 , 则 
fja e ze —€— 
EB AGO 为 非常 数 多 项 式 ,m( 关 0,1) 为 整数 .当天 一 一 1 时 , 则 
f(x) = ee ER F 无 零点 ,与 定理 2.39 PRT A. m 
天 一 1. 于 是 jm| > 2. 显然 f(z) 的 零点 满足 


P) e, 
Kp Ane e ses = 整数 满足 ex 一 1— 0, 因 而 不 


2xi 
E fGo BAR ER. AA O 的 零点 均 为 实数 AA 必 为 一 次 多 项 
式 , 设 
145- 


hiz) = bg + by 
EPEE 00,5, 为 常数 . 再 由 f(z) 的 零点 为 实数 ,网 了 (2z) 的 零点 
zQO 一 1,2) 满足 


b Za E b, È 
Zmi ^m + 整数 


rH ERO 5.5. P3 EHE dE y = ics = idi] eC Od 为 实 
数 . AMIE E P 2. 39 的 结论 人 ii). 

3) EES) 如 (2.4.4) 所 表示 . 由 引 理 2.4 A,600, f) — 
0, 应 用 引 理 2.5, 则 有 f(z) 的 亏 格 & 一 0 或 上 再 应 用 定理 2.6 知 

T(r,f)-—o(7) (Cr 一 ooc)， 
但 此 时 
TG. f) Tr, e) o Sr f). 

注意 到 LGO 的 次 数 忆 ?了 .hh(z) 为 非常 数 , 这 就 得 出 矛盾 ， 

虫 定理 2.39 ,可 以 得 到 下 述 

X. 设 flz) 与 g(x) 为 有 穷 下 级 整 函数 ,0,1 为 其 CM 公共 
值 . 再 设 f(z; 至 少 有 -个 霉 点 ,其 索 点 均 为 实数 . 如 果 .A(z) 一 1 至 
湖 有 一 个 零点 ,其 零点 不 全 位 于 与 实 轴 平 行 的 一 条 直线 上 , 则 
Je) = giz). 

H. Ueda 斯 言 : 设 f(z) 与 g GO 为 有 穷 级 整 函 数 ,0,1 为 其 
CM 公共 值 ,再 设 f(x) 至 少 有 一 个 零点 ,其 零点 艾 为 实数 . WR 
JG) 一 上 二 人 拘 多 有 一 个 零点 , 则 f(z) = ge). 然而 ,H. Ueda 的 这 个 
结论 是 不 正 询 的 . RARE: f(z) med lg) 二 e-* 十 1. 事实 
上 ,定理 2.39 的 结论 Gi P mn = 2, 均 可 作为 反例 ,这 个 反 证 也 说 
明 , 在 定理 2. 39 的 系 中 ,假设 f(z) 一 1 至 少 有 一 个 零点 是 必要 的 . 

M, Ozawa": 证 明了 

定理 2. 人 9 GO 与 sz) 为 非常 数 束 函数 ,1 为 其 CM 公共 
E WRO. D 22 0.0 9 agiz) fff] Picard (9| AIMÉ BR] FD m eO, 
或 者 f(z)} a2): d. 

WE. 贝 定理 2. 40 中 条 件 , 设 g(z) 一 e 中 及 

flz} -1 = eala) 一 1)， 
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其 中 alz) BUD HARRE, Be GO 不 为 常数 . 于 是 
f> et et=1, (2. 4.11) 
应 用 定理 1.56, 由 (2.4.11) fe^ 13k e7*^ 三 一 1. 

车 es 二 1, 则 f(z) 寺 g(x). Ee? -m—u.!| f ——e6£.52— 
e =— et, FE fx) 8 geal 

REEI 2. 40,H. Ueda™ 证 明了 

定理 2.41 R O 5 8 G0 AARRE, 为 其 CM 公共 
fü. ELO 9 g (GO BS) Picard 例外 值 ,f(0) = 1. WE S 至 少 有 一 个 
TR EEGE SUISSE LR F0: 与 g(z) 为 下 述 三 形式 之 一 ; 

d) Sæ) = C Hib + d — ibye"* gle) = etin, 

其 中 a( 天 019 为 实 常数 ， 
Gi) /f(x)-1— en pen, gC) men, 
其 中 aCz 0) 为 实 常 数 . 
Gi) — f(z)- 1 —— eT — ibe = 1 + 2bsinaz, 
gl) = e, 
其 中 ,6 为 实 常数 , 且 满足 2 去 0,15| 之 去， 

AE. ”由 定理 2.41 中 条 件 知 ,f(z) 关 g(xz) ,f(z)}*g(z) 关 1. 
应 用 定理 2. 40, 由 定理 2.41 中 条 件 知 ,6(0,f) = 0. 再 应 用 引 理 
2.5, 由 定理 2. 41 中 条 件 知 ,f(z) BR Dl 应 用 定理 2.6, 则 有 

TG): olr?) (rr oo). (2.4.12) 
由 第 二 基本 定理 得 
Tipi Rost = Ni. D 十 丽人 rsg) + Oogr) 


i 


一 人 + O(logr) 
s TG,f)-Oogr) (2. 4. 13) 
= o(r?)  (r — o0), (2. 4. 14) 
由 定理 2. 41 中 条 件 及 (2. 4 14) ,可 设 
glz) =e", (2. 4. 15) 
EH cGe 0 为 常数 . 
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由 了 二 1Sg = 1 AFE EDA ke), H8 
f(G) = i+ (GG) 一 Dé. (2. 4. 16) 
Ej (2. 4. 122, (2. 4.145, (2. 4. 162 得 
T (r,e» STO, PHT r.g) + ooo) 


—2o(r5) (r—oo) 


于 是 AGO 的 次 数 为 1 或 0, 即 可 设 
ho) = diz + dz, 
其 中 41,4; 为 不 全 为 零 的 常数 . 
fi) = 1 + elti prt; LI eid, (2. 4. 17) 


其 中 c 关 0, (didi) Æ (0,0). 

现在 我 们 证 明 < 与 d, HRE. 由 《2.4.13), (2.4.15) 知 ， 
fG) BS 3 1. 再 由 引 理 2.5 A. G2 一 0 的 正 根 有 无 穷 多 个 ， 
负 根 也 有 无 穷 多 个 ,由 此 及 (2.4. 17) 即 知 ,ce 与 必 为 纯 虚 数 . 设 c 一 
iad, = ife? = de* ,其 中 e,p,r 均 为 实数 ,4 > 0. 则 (2. 4.17) ar 
为 

f(x) = 1 十 Ceite+rpetr — quiin, (2.4. 18) 

如 果 f(z) 28 SE o c BD e RETS a 也 取 实 数值 . 设 

z 为 实数 ,比较 (2. 4. 18) 两 端的 虚 部 得 
0 = d{sin[ (a + Az +r] — sin(gz 4- 73). 

注意 到 
sinf (a + Az 4- rz] — sinCfz +r) 一 2cos| 


则 有 a = 一 28,r = (wm 十 Tyn, jem 为 整 教 ,于 是 < = ia 一 
— i2f, 


a 4-28 a 
一 7 7 十 “jsin z 
Fæ) = 14 ( D'idle — e), 
b—(—1"'"d, a=—ĝ, 
fiz) = 1 + ibe™™ — ibe" = 1 + 2bsinaz. 


glz) = e, 
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其 中 4,5 为 实数 , 且 4a 关 0. 因 f(z) 为 实 整 函 数 , 且 有 无 穷 多 个 实 零 
AW z = z(a = 1,27) 为 f(z) 的 零点 . 则 有 


1 十 26sin(az,) = 0, 


及 


sin(az,) 一 一 i 


注意 到 [sin az.) | <1. FÆ [6| 27 3 REA HUE RE 2. 41 H Gii). 
如 果 f(z) 不 为 实 整 函数 ,因为 glz) — e", HB aCEÉE OO 为 实 
常数 , 故 g(z) 一 1 的 根 为 | 2 | ” .于 是 f(z) — 1 的 根 均 为 实 
数 . 由 引 理 2.7 知 ,f(z) 必 为 下 述 两 形式 之 一 ; 
1° fe) 一 zen gp m — 1]. (2. 4.19) 
HP En 为 实 常 数 , 昌 sin( — 70 7 0. 


pe 
F ) [ 4- p% tzi » 十 十 eorr (p i 2,37) 
z) = 
— e Biith O u.— ett, (p ——1],—2,-) j 
(2. 4. 20) 


EF 5,2 为 实 常 数 . 我 们 区 分 五 种 情况 . 
1) 假设 在 (2.4.18) HE a 0,8 2 0. 把 (2.4.18) 与 
(2. 4.19), (2. 4. 200 相 比 较 知 
f) —] 4+- eh crim 十 gin 
=] + det 8-71 za déin, 
BH d = 1, (Pe +r) + (k+ 1) = 2r 十 7)， (为 整数 ) 
[te + Dz d r]4d mr = lêz F3), (m 为 整数 ). 
TE a= pr = 2an, (n 为 整数 ), 设 “一 ay, 则 
fü) 一 1 十 ea 一 ee， 
glaz) = e”, 
其 中 a 为 正 实数 ,这 就 是 定理 2. 41 的 (ii). 
2) 假设 在 (2.4. 18) 中 的 a 过 0,8 > 0. 把 (2.4.18) 与 
* 149 * 


(2. 4. 19), (2. 4. 20 4H IG EE Al e + 9 25 0. iR a -- 8 — 0, HH 
(2.4.18) f8 . 
flz) = 1-4 de — dett? (2. 4. 21) 
注意 到 f(z) 的 零点 均 为 实 零 点 , 故 在 f(z) 的 零点 zn — 1,22) 
处 有 
Je |= n 十 去 |- 1. 
出 此 即 得 
de 一 一 i -+ iĝ, 
其 中 5 为 实 常 数 , 代入 (2.4. 21) 即 得 
fe = G +ib) + 21 — ibe, 
g (2) =e, 
其 中 4 二 一 a 二 8 为 正 实数 . 这 就 是 定理 2. 41 的 人 ,其 中 75 0, 
b 为 实 常 数 . inii o d- 8 — 0,4802. 4. 18) 55 (2.4. 190 , (2. 4. 20) 4H 
比较 知 ， 
f) = 1 十 gm 十 ei e» 
=] -+ de U* 7*7 "E den», 
故 dd. [le + Dez r] + mr = 2z +p, (m 为 整数 ) 
Bz 十 > 十 (中 十 1)x 二 4(&z 十 7)， (并 为 整数 ) 
于 是 a 二 一 2, r— (n + Dr, (为 整数 ) 设 a 二 a， di 
Fle) A 1 一 e“ 十 e? , glz) =~ e, 
其 中 a 为 正 实数 . 这 就 是 定理 2.41 的 (ii). 
3) ”假设 在 (2.4.18) PH e — 0,8 «0. 把 (2.4.18) 与 
(2. 4. 19),(2. 4. 200 HEERA e + B — 0. 
YER 
f(x) = 1 +de" — den, 
与 情况 25 中 前 面 一 半 类 似 , 我 们 也 有 
f(z) 一 d cb) cde, 
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giz) 一 ™, 
其 中 4 二 一 a 一 8 为 负 实 数 ,5 为 实 常数 ,这 就 是 定理 2.41 的 (i). 
4) 假设 在 (2.4.18) PH o «0,8 « 0. 把 (2.4.18) 与 
(2. 4. 190, C2. 4. 200 相 比 较 知 
Filz) = 1 十 ettn 十 deem 
二 1 十 del Pr) — detn, 
与 情况 1) 类 似 , 我 们 也 有 
f) 一 1 十 ez 一 ee 
gi) se”, 
其 中 < 为 负 实数 ,这 就 是 定理 2. 41 的 (ii). 
5) 假设 在 (2.4.18) 中 的 有 一 0. 由 (2.4.18) 得 
f(z) = 1 + dett — der, (2.4. 22) 
注意 到 f(z) 的 零点 均 为 实 零 点 , 故 在 f(z) 的 零点 n= 1,22 
处 有 


由 此 即 得 
de” 一 4 —ib, 
其 中 5 为 实 常数 . 代入 (2. 4.22), 并 设 a 二 a 得 
= d, ,» : d —Ó d 
fG) = Cc x Cy — de^, 


giz) = e”, 


RE acA 0),5 为 实 常数 , 这 就 是 定理 2. 41 85). 
2.4.5 具有 实 零点 与 实 1 点 的 整 函数 的 唯一 性 


Czubiak-Gundersen' 得 出 下 述 结果 : 设 f(z) 5i g GO 为 仅 有 
实 零 点 和 实 1 点 的 非常 数 整 匡 数 ,0,1 为 其 CM 公共 值 , 则 f(z} m 
glz). iĝ 


fG) A ja - e*),g(z) 一 £a = e^*). 
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容易 验证 ,f(z) 与 g(z) BUS SEE S S 3E 1 点 ,0,1 为 其 CM 公共 
值 ,但 f(z) Æ eg GO. 这 个 例子 证 实 ,Czubiak-Gundersen 的 土 述 结 
果 是 不 正确 的 . 最 近 , 仪 洪 助 s2 纠正 了 上 上述 结果 ,证 明了 

定理 2.42 WM /GO 与 g(z) 为 非常 数 整 函数 ,其 零点 与 1 点 
均 为 实数 , 且 0, 1 为 其 CM 公共 值 . WEI Ega), 则 f(zx) 与 
go 为 下 述 两 形式 之 一 . 

O fG)-G iba ee, (2. 4. 23) 


giz) 一 ch — ib) (1 — e tn), 
其 中 6,c (去 0),d euin 


mice 4 d; 


(ii) Ff = Ce m, (2. 4. 24) 


—imicz (di m 


ga) = 下 —1*' 
EP eG 00 d 为 实 常数 ,mm( 天 0,1) 为 整数 . 

W. 因 f(z) 与 g(z) 的 零点 和 1 点 均 为 实数 ,由 引 理 2.6 知 ， 
f(z) HRAN x1. g (e 的 级 Xlg) x 1. 应 用 定理 2, 32, 8 0,139 
J) 5 g) RS CM AHRS Go 如 人 (2.4. 1) 所 表示 ,或 f(z) 如 
(2.4.8) 所 表示 ,或 f(z) 1802.4. 40. 所 表示 ,我 们 区 分 三 种 情况 . 

D BESC) 好 (2.4.1) 所 表示 ,注意 到 4( 放 之 1, 则 有 

fz) = a(] — eht), 
Fh 5 GE 00,5, 为 常数 . 再 由 f(z) 的 零点 均 为 实数 得 ,51,5, 均 为 
纯 虚 数 . BE, = icb, = id. WleCz 0d 为 实 常 数 .于 是 
f(z)-—a(-— etd), 
再 由 f(z) 的 1 点 为 实数 , 故 在 f(z) HL Ex Qr — 1,270 处 有 
[eet | 一 | p= i | 一 1. 
由 此 即 得 
a= 4 + ib, 


其 中 5 为 实数 , 由 此 即 得 定理 2. 42 Wa). 
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2) ”假设 flz) 如 (2. 4. 80. 所 表示 , 注意 到 ACA) 和 1, 则 有 
F ) m ertt 55 c 1 
zj) = ehrth — I , 


2rki 
mb 


HER aO, b X E mE 0,1) 为 整数 . 显然 z 一 
闫 (其 中 上 为 整数 ,和 不 为 整数 ) Ses o se DP 均 为 /x) 的 
零点 ， Hi zoz 为 实数 知 ‘1b ,bs T stg. 设 b, = ic,b, = id 则 
(£0) d 为 实 常数 .于 是 


- gren 一 于 
flz} = qe 9I! 
Rip cC 0), d AERA. m Ge 0,10 为 整数 . 容易 验证 ,此 时 (zx) 
的 1 点 也 均 为 实数 . 由 此 即 得 定理 2.42 MID. 
D ”假设 f(z) 如 (2.4.4) 所 表示 . 注意 到 工 (z) 的 次 数 @ 2. 
故 f(z) 的 级 4( 了 有 ) Ze 2,3x 58 ACÓ x 1F JB. 
这 就 完成 了 定理 2.42 的 证 明 . 
Czubiak-Gundersen'"? 证 明了 
定理 2.43 设 f(z) S g GO 为 非常 数 整 画 数 ,其 零点 与 1 点 
均 为 实数 . 如 果 fF GO 与 8(z) 均 为 实 整 函数 ,上 且 0,1 为 其 IM 公共 
值 , 则 fo = gle). 
WE. 设 zl 与 fa fG)5g() 的 相 邻 零点 , 则 当 z € Gn. 
x) E}, Cx) 关 0. 不 妨 设 
fx} >0, TE Gaz). 
B EHS Eln ,zsj 的 极 大 值 , 则 廊 ($) 一 0. 由 定理 2.9 知 ,为 
F' (a) TE Go a3) 中 仅 有 的 零点 ; 且 为 单 零 点 . 若 
£xr)-20, xr € Gn, 
因 19 £F 5 glr) 的 IM 公共 值 , 故 在 (zi ix 中 f(x) 一 1 与 
8 (ZT) 一 1 均 无 零点 .下面 设 
gr)20, r€ (tit). 
设 7 为 g(x) 在 [zx1,xz1 的 极 大 值 , 则 有 (7) — 0. HEM 2.9 8,225 
g a) 在 (zza) 中 仅 有 的 零点 , 且 为 单 零点 .车 f() 之 1, 则 (x) 
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— 1E Cn xD PEFR MAg) —1TE Gn xD PEE 
A.X) 一 1 WA 一 1 在 (zz) BUB — ER I-—CH 
为 二 重 零 点 , 故 goD —]17-— glr) 一 上 在 (zi »T2) 中 仅 有 一 个 
零点 工 一 &, 且 为 二 重 零点 . 若 .FE6) SI UE 202 PB 00A 一 
1 与 g《z) 一 1 在 (ziyzs) 中 仅 有 二 个 零点 , 且 为 单 零点 . 这 就 证 明 
ESO 5 g GO 的 任何 两 个 零点 之 间 ,f(z) 与 g(x) 的 所 有 1 点 为 
CM 公共 值 . 通过 考虑 函数 Fe) = 1 一 f(z),G(z) = 1— ge), 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 XE /GO 与 gfz) 的 任何 两 个 1 点 之 间 ， 
f(z) 与 gtz) 的 所 有 等 点 为 CM 公共 值 , 下 面 我 们 讨论 两 种 情形 . 
D ”假设 存在 一 个 实数 r: EH 
Ja) E0, zr, 
由 定理 2.9 中 证 明 的 (2. 1. 18) A038 2 s In, I 严格 减少 , S 
在 (zsco) 中 至 多 有 一 个 零点 ,因此 了 在 (zs,co) 中 至 多 有 二 个 1 
点 .再 由 引 理 2. 6 RAO « 1o AG 志方 .如 果 还 存在 一 个 实数 
zi 使 得 
f(t} 0, ELT, 

则 由 定理 2.5 知 ,f(z) E g GO 均 为 多 项 式 . 再 由 定理 2.14 知 ， 
f(z) = ga). 如 果 f(z) 有 无 穷 多 个 负 零 点 ,由 前 面 的 讨论 知 ， 
了 (z) — 15 g() 一 1 的 零点 至 多 除去 两 个 外 ,其 重 级 均 相 同 ,并 
注意 到 MA < FAO 世 去 ,于 是 存在 一 个 有 理 函 数 R(z) ,使 得 


flz)—1 
xj) e 
因为 在 了 与 g 的 零点 处 ,R(z) — 1, 这 就 意味 着 RGO 二 1. 于 是 


fiz) = gi). 
假设 存在 一 个 实数 x, ,使 得 
fis350, x 
与 前 面 类 似 , 我 们 也 可 证 得 f(x) — g(x). 
类 似 地 ,假设 存在 一 个 实数 zi ,使 得 
1 一 
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或 者 假设 存在 一 个 实数 x, ,使 得 
1— flr) Æ0, zr 

RTLA- 51- g AIRE S5 g HTE. 也 可 证 得 
f(z)z glz). 

2) ”假设 f(z) 与 gGO 有 无 穷 多 个 正 零点 ,有 无 穷 多 个 负 零 
点 ,有 无 穷 多 个 正 1 点 ,有 无 穷 多 个 负 1 点 , 击 前 面 的 讨论 知 ,0;1 
为 f(z}) 与 8(z) 的 CM 公共 值 . 如 果 f(z) 关 g(z) ,由 定理 2.42 知 ， 
f) 如 {2. 4. 23) 所 表示 ,或 如 (2.4. 24) 所 表示 . 

假 没 f(z) 如 (2.4. 23) 所 表示 ,注意 到 .ftz) ALERA 
z = 工 为 实数 时 ， 


mis} = BC 08(er Hadi) = 六 sin(cz idit 


设 > 一 二 一 <， Bb=0, FE — Jsin(ez + d) = 0, 这 是 一 个 子 


n. 
假设 Go 如 (2.4. 24) 所 表示 . 则 ftz) 可 表 为 
sin A (eg + d) 
f) = pem. 一 了 一 一 一 i 
sin ge +d) 
易 知 ,此 时 f(z) 也 不 为 实 整 函数 .于 是 f(z}) m g{z). 
由 引 理 2.7 ,定理 2. 42 ,我们 可 以 证 明 下 述 
定理 2.44. 设 /(z) 与 g(z) 为 非常 数 整 函数 ,其 0 点 与 1 点 
均 为 实数 , 旦 0,1 为 f(z) 与 g(z) 的 IM 公共 值 .如 果 f(z) 与 g(z) 
均 不 为 实 整 函数 , 则 f(z) 与 gz) 为 下 述 三 形式 之 一 : 
G) f(z) = glz). 


GD Fæ = (Ql ia — etd, 


2 
glz) = d - ib)(1—e7€*2»), 
其 中 5,c( 关 0) ,4 为 实 常 数 . 


mtcr+ d) 
Gid f(z) 一 em 
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eg mu td) n 1 
EG) 一 VI! 


其 中 c( 关 0),d ZEE om GE 0, 为 整数 . 
uE. A/o 的 零点 与 1 点 均 为 实数 ,由 引 理 2.7 AT 


H itas) 
fG) = EZDI, Gin e) #0) 


其 中 a( 关 0) b.c 为 实 常数 ,或 者 


_ sin(p(az + b) et-V +D 
ns sin(az + 5) ， 


其 中 alt 0),6 WEAR PE 0,1) 为 整数 ,于 是 SC 的 零点 均 
JAPA. RF) = 1 一 f(z), 则 下 (x) 的 零点 与 1 点 均 为 实数 ， 
5; ER 2S (DL. TA FGO 的 零点 均 为 单 零 点 ,于 是 f(z) 的 1 点 均 为 
单 1 点 . 同 理 可 证 8(zx) 的 零点 均 为 单 零 点 ,g(z) 的 1 点 均 为 单 1 
A OLI FGO S3 gGO R8 IM 公共 值 知 ,0,1 为 f(x) S g GO 的 
CM 公共 值 . 再 由 定理 2. 42 即 得 定理 2. 44 的 结论 . 

定理 2.45 Rf) 与 g(z) 为 非常 数 整 泡 数 ,其 0 点 与 1 点 
均 为 实数 ,有 目 0,1 为 f(z) 18 g GO 的 IM 公共 值 . 如 果 f(z) 为 实 整 
函数 ,g(z) 不 为 实 整 函 数 , 则 f(z) 与 giz) 为 下 述 五 种 形式 之 一 : 

G) 

f(x) sin’ (az 4-6). g(2) =— isinlaz + 5)e(77?, 


cii) 

、 . sin2( 办 (az + 5)) 
四 
这 里 p 一 一 25 p=- 3. 
sin? (p — 1) (az 一 b) 


sin ($ laz 十 5) icp- narto, 


g) = sin(Caz + 5) 


OH) fiz) = “sin laz $ 5) 
sin(p(az 十 5»), ip- D arth), 
gx) 一 sin(az + 5) 


RH p= 3.894€ p = AB a O0 AEA 

证 ， 因 g(z) 的 零点 与 1 点 均 为 实数 , 且 g(z) 不 为 实 整 函 
数 ,由 引 理 2.7 AI 
sinfaz + blesto 


sing o ^ CO — c) #0), (2.4.25) 


giz) = 
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RP alEO, b 为 实 常数 ,或 者 
. sin(p(az + b))e/^- eene 
glz) = sluts Th ; 


其 中 p 0,1) 为 整数 ,a( 关 0) ,2 为 实 常数 . 
假设 e CO 如 (2. 4. 250 所 表示 , 则 &(z) 的 零点 均 为 单 零点 , 且 


仅 当 zx = 07 — os 为 整数 ) 时 gz) = 0. 注 意 到 


(2. 4. 26) 


e" *9 — 1 _ sin(az +c) rets 
] -e 9€-739 — sin(b—c). 
于 是 8(z) 的 1 点 均 为 单 1 点 ,县 仅 当 = — 7 (i 为 整数 ) 时 ， 
g(z) — 1-0. 8E g GO EP] EE SE RET TH AE 9x 2C TRU REGE eG 的 
任何 两 个 相 邻 1 点 之 间 的 距离 相等 . 因此 在 f(z) 的 每 两 个 零点 之 
词 怡 好 有 一 个 1 点 ,由 定理 2.43 的 讨论 知 ,f(z) 的 所 有 1 点 均 为 二 
重 1 点 .把 上 述 讨 论 应 用 到 1 一 了 (z) 知 ,f(z) 的 所 有 0 点 均 为 二 重 
0 点 .于 是 


g(z)—1= » (2.4.2) 


f 
(g (z))*? 


其 中 A,B 为 常数 . 再 由 (2.4. 25) 得 


sin? (az + b 
fG) 一 SEER, gartt, (2.4. 28) 


其 中 4 = A, + 2ia. B; = B, + 2ic 为 常数 . BRA FG B XE REN, 


Ei (2. 4. 28) 知 A; = a,.B, = a, + rki, HP aas 为 实数 ,为 整 
数 . 于 是 


zs ， | 
f) = SERIE etn, (2.4.29) 


由 (2.4.27) 知 ,g(z) 一 1 的 零点 满足 
sin?’ (az + b) = sin? (b — c), 
再 由 {2. 4. 29) 得 


pta tr = l; 


sin'(az + b) 


f(z) = sini(b — c)" 


于 是 
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sin(az + c)sin(az + 2b — c) 
sin? (b — c) i 


注意 到 仅 当 = — T n 为 整数 ) 时 f(z) = 1. FE sin? G — c) 
-1. 因此 


f(z)—1= 


flz) = sin? laz + 5), 
glz) —— isin(az + Beth. 
这 就 得 出 定理 2. 45 的 (i). . 
假设 g(z) 如 (2. 4. 260 所 表示 , 则 g(z) 的 零点 均 为 单 零点 , 且 
仅 当 az +b = s 关 整数 , (其 中 m 为 整数 ) BE e GO — 0. 注意 到 
a) 一 1 一 ET e PE DG Bue 
| (2.4.30 
Mg GO 的 1 点 均 为 单 1 点 , 且 仅 当 az d b= FE +E% (其 
中 半 为 整数 ) 时 eg(z) l=. 
首先 假设 < 0, 则 在 f(z) 的 任何 两 个 相 邻 1 点 之 间 至 多 有 
一 个 零点 ,把 定理 2. 43 的 讨论 应 用 到 1 一 f(z) 知 ,f(z) 的 零点 均 
为 二 重 零 点 , 故 


f) A eB 


ley ET t. 
其 中 A n’ B, 为 常数 . 再 由 (2. 4.26) 得 
in? 
fa = Sc Gas TD .enets,, (2.4.31 


sin’ laz + 5) 
其 中 A: B, 为 常数 . 因为 fiz) 为 实 整 函数 ， 由 《2. 4. 31) 知 , Az — 
aiB: = a; + nbi, Kp aia, AS XE 为 整数 ， 于 是 


> | 
f(z) = cup AR (2. 4. 32) 


因为 仅 当 az ps. A 整数 时 f(z) 一 1, 由 (2.4. 32) 得 


in? 
fe) = marat (2. 4. 33) 
如 果 尹 一 一 1, 则 jz) m Lux&Rufb.b-—25p»5-——3shW 
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情况 给 出 定理 2. 45 B9 GO. TTA. p x 4. H (2.4. 33) 知 ， E 


6 一 二 了 时 ,f(z) 一 1 但 由 前 面 讨论 知 , 仅 当 az +o — LT Lv 


整数 (其 中 为 整数 ) 时 f(z) = l. MIT = 
PEA p < 一 4， 台 于 不 能 为 整数 .这 也 是 不 可 能 的 . 
TER p 之 2. 则 在 f(z) 的 任何 两 个 相 邻 零点 之 间 至 多 有 
一 个 1 点 ,由 定理 2. 43 的 讨论 知 ,f(z) 的 1. 点 均 为 二 重 1 点 , 故 
E un fX) ES eghitth, 
Q — gae) 
其 中 41,B, 为 常数 .再 由 (2. 4. 30) 得 


noa. sine — D(az + b) nr+a, 
f(z)=1- -arp ru. e^t (2.4. 34) 


其 中 Az, Bz 为 常数 . 因为 F(z) pM 3 I. H (2. 4. 34) 向 ,A = 


aiB; = a, + nki HP ana WERK, 为 整数 .于 是 
m sin ‘(p — laz + b) pa zii 
f(z)=1— na a tub. 


因为 仅 当 az 十 = + 整数 时 f(x) = 0, 由 (2.4.35) 得 


1. Sin’ (p — 1)(az + 5) 
f(z)=1 a (2. 4. 36) 


如 果 卢 二 2, 则 了 (zx) 三 0, 这 是 不 可 能 的 .p 二 3， AM D 
出 定理 2. 45 8] Gi. WR p 25, H (2.4. 360 5 34 az += 


zi 
s 即 n = 


(2.4. 35) 


P—2 
时 ,f(z)》 = 0, 但 由 前 面 讨论 知 , 仅 当 ax + b= T ERRE m 


为 整数 ) 时 f(z) 一 


一 mx Ec. us 


由 定理 2.43, 2.44, 2.45 (HE RS" 得 到 下 述 定 理 , 它 是 
Czubiak-Gundersen'? 有关 结果 的 纠正 . 
定理 2.46 B/O 与 g(z) 为 非常 数 整 画 数 ,其 0 点 与 1 点 
3) JJ IC. 如果 0,1 为 fz) 与 g(z) 的 IM 公共 值 , 则 f(z) 与 g(z) 
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为 下 述 形式 之 一 : 
© f(z) = glz). 


Gi) f(z) = d + ib)(i — eet?) 
g(z) 一 c — ib)(1 一 eiC*ta)) 
其 中 be (£ 0) d 为 实 常数 . 


E emot 三 三 1 
i, f(z) = eerte 一 


emen». 
EG) — Tue 


其 中 c( 关 0) ,a AEK mE 0. D 为 整数 . 

Gv) f(z) = sin? laz + b) 

giz) =— isin(az + b)e'«* P, 
其 中 a( 关 0),2 为 实 常 数 . 
. sin’ (plaz + 6b)) 

OO ea i 

其 中 a( 隆 0).5 为 实 常数 ,p = 一 2 或 一 3. 
: E sin? (p — 1) (az + b) 

Ws LA sin? (az + b) i 


Eo Le 
giz) 一 sin(az Fb) ^ : dj 


RP alob 为 实 常 数 ,p 二 3 或 p 二 4， 

Rubel-Yang'" 5 M. Ozawa'" 分 别 用 不 同 的 方法 证 明了 ; 设 
FG) 为 非常 数 整 函数 ,如 果 / (Cz) 与 sinz 具 有 CM 公共 值 0 和 1, 则 
f(z) 三 sinz. jJ HÆR 2.46. 我 们 可 以 得 出 下 述 结论 , 它 是 
Rubel-Yang'5,55 Ozawa'*" 上 上 述 结 果 的 改进 . 

R. BRI 为 非常 数 整 函 数 ,如 果 D 55 sin BA IM 公 
共 值 9 和 1, 则 f(z) = sinz. 

还 应 注意 到 ,应 用 定理 2. 23 ,我 们 可 以 得 出 下 述 结论 : 设 f(z) 
为 非常 数 整 函数 ,其 下 级 0) «oo. 如 果 

sinz = 1 = f(z) = }, sinz = 0S f(z) = 0, 
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则 f(z) = sinz. 


$2.5 有 穷 级 整 函 数 的 Taylor 展 式 的 系数 与 唯一 性 


2.5.1 Taylor 展 式 系 数 与 Picard 例外 值 
设 f(z) 为 超越 整 孙 数 , 其 级 4 过 吕 . 设 A(z) 的 Taylor RAN 


flz) 一 co 十 cz d e? ». (2.5. D 
Eta 为 任 -- 有 穷 复 数 , 若 ea 为 f(z) 的 Picard 例外 值 , 则 
f(x) — ase”, (2.5.2) 
其 中 gq(z) 为 4 次 多 项 式 . 于 是 
7 Q-4G. (2.5. 3) 
设 
q'GO = py + pz H n + paz. (2.5.4) 


H (2.5.10,(2. 5. 3), (2. 5. D 得 

Tn = [tes — a) + Mee] (Sar) 
比较 上 式 两 端 系数 可 得 

Pylto—a)= c, 


goi 十 iC, — a) = 2e 


» 4 » 4 » 9 c? o9 


(2.5. 5) 


Dnci_l 十 DC H cns E giae — a) = Àe, 
Ey. 十 Eia 十 Dict = CÈ H De (2.5.6) 
k =d+ e 
下 面 证 明 行列 式 


Cas CQ—i8 3 ri 一 1 


Cat1ls (Coil2y I7 8 Cu 


A, — (n = 1,2,-2. (2.5.7) 


LE ET . +.. e.. .. 包 


ÜCapa-i* Catas tU s Ca 十 01 一 2 
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不 全 为 零 .因为 ,如 果 4,= 0(n == 1,2…), 则 存在 不 全 为 零 的 常数 
di »d; ;3 使 得 


dic; 十 dcs 十 … 十 dica = 0 


| + dicz 十 …… 十 dc 一 0 


如 在 上 组 关系 式 中 ,第 一 式 两 端 乘 以 二, 第 二 式 两 端 乘 以 = … ,…， 
最 后 相 如 可 得 


fGYGd,z 7 dui + e + di) = ale), 


假设 A, 26 0; 则 方程 组 


boc; 十 iji tT Patjan = Go Deja 
(一 天 天 十 1 大 十 4 一 1) 


有 唯一 组 解 oos ,pi-: ,从 而 由 方程 组 (2. 5.5) 中 任 一 方程 即 
可 得 值 <. 

由 方程 组 (2. 5. 5) 与 (2. 5. 60 可 得 下 述 

定理 2.47 设 f(z) 为 超越 整 函 数 ,其 级 < oo, H Taylor RE 
式 为 (2. 5.1). 若 存在 非 负 整数 vy, 使 


€, = €,44, 08 nmt m Gp E 0, 


则 f(z) 没有 Picard 例外 值 . 

应 用 定理 2. 47 即 知 ,级 为 1 (CE PRÉC cos: 与 sine 就 无 任何 
Picard 例外 值 . 事实 上 ,我 们 使 用 其 他 方法 ,例如 应 用 Borel 定理 
(定理 1. 52) 也 可 证 明 cosz 与 sinz 无 任何 Picard jsi. 

现在 ,我 们 不 失 -- 般 性 , 设 A Æ 0, 则 由 方程 组 (2. 5. 5) 中 一 
全 方程 与 方程 组 (2. 5. 60 中 前 4 个 方程 消去 00 ns 6a 可 得 
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C; — à, 0, Usa O C1 
Cis €j—1» **. Cis (A 十 Dea 


e 9 9 * » €* $9 ce * £32 5 5» oves 


Cal Cmn-2* "t Cas 2Àc 


ee nt (2. 5. 8) 


€i» G-p ttt €, (Ac Deu " 

Cots Cuges CU Cis 2Àc, 
由 行列 式 的 人 性质 , (2. 5.8) 也 可 写 为 

D, 一 a8, = 0,D, — að, = 0 ,D1 — a0,., = 0,(2.5.9) 
EKm0D,&2G—0,1,-,A— D 自明 .有 可 能 存在 某 个 j, 使 D;= 
8, = 0. 例如 ,车 c, — 0, 由 (2. 5.8) 中 第 一 式 可 得 (co — 206, — 0. 
在 (2.5.2) "PE = O0 n] e, — a — e? 关 0. 于 是 6% 二 0. 由 此 即 
得 D, — 0. FEES G= Osla, À — 1) 不 全 为 零 ， 因为 ,如 果 6; 
= 0j = 0,1,…;4 一 1), 注意 到 由 (2. 5. 6) 中 前 4 个 关系 式 可 得 


9, j = LEX 一 
5-40 (G = 0,1, ,À D. 


Eo; —0( —0,1,75,AÀ ~ 1), 于 是 f(z) 为 常数 ,这 是 一 个 矛盾 . 
这 就 证 明了 5 = 二 0,1.*' ,4 一 1) 不 全 为 零 . 故 可 由 (2. 5. 9) 即 可 
求 出 a, 事 实 上 ,我 们 证 明了 下 述 

定理 2.48 R) JMR AM HRA oo. Ha SR 
Picard 例外 值 . 着 A, 关 0, 其 中 3, 如 (2.5.7) 所 表示 , 则 a 可 由 
f(z) 的 Taylor 展 式 的 前 面 " 十 24 个 系数 唯一 确定 . 特别 地 , 若 A. 
z* 0; 则 a 可 由 了 (z) 的 Taylor 展 式 的 前 面 24 十 1 个 系数 唯一 确定 . 

Borel 对 Picard 例外 值 的 概念 稍 加 推广 ,引入 了 下 述 概 念 . 

定义 2.3 设 f(z) 为 超越 整 函数 ,a 为 任 一 有 穷 复 数 , 若 
f(z) 一 4 有 天 个 零点 , 则 称 a 为 f(z) E m 次 例外 值 . 

由 定义 2.3 易 知 , 若 a 为 f(z) 的 mm 次 例外 信 , 则 
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f(z)-— a = A(x)e, 
其 中 AC) Jm V nS Go AIER ORE PREX. Anastassiadis^? 
引入 下 述 概念 . 
定义 2.4 Wf GO HAREEK. P GO 为 多 项 式 , 若 f(x) 一 
pG) 没有 零点 , 则 称 p(x) 为 /GO 的 例外 多 项 式 . 
由 定义 2.4 易 知 , 若 GO 为 f(z) 的 例外 多 项 式 , 则 
flz) — plz) 一 er， 
其 中 9(z) 为 非常 数 整 函数 . 
关于 有 穷 级 整 函 数 的 m 次 例外 值 与 例外 多 项 式 与 前 面 有 关 
的 结果 可 参看 Anastassiadis'", 


2.5.2 Taylor 展 式 系 数 与 CM 公 闪 值 


RJC) S gG) 为 超越 整 沙 数 ,其 级 4( 让 之 co,a(g) < 之 oo0, 且 
J) 3É g(z). d JC) 5j g (22 的 Taylor 展 式 分 别 为 
f(z) = c + ert es? t+, 
giz) = dy, + diz + dzz’ + w. 
Sta 为 任 一 有 穷 复 数 , 若 aU fa) 5 g Go 的 CM 公共 值 , 则 
A 三 2 ge, (2. 5. 10》 
其 中 a(z) 为 次 多 项 式 . 显然 有 
p S max [AN] [a(g)]}. 
REAN] S3 [AGO] 分 别 表示 244 了 有) 与 AGO 的 整数 部 分 . 将 
(2. 5. 10) 两 端 微分 ,并 与 (2. 5. 10) 消去 ez 可 得 
(fg— fg!) — aCf! — g) =g ife alf +g) +t}. 
(2.5.11) 


设 
g'(x) = À + àz + e H Apal, 
fg x. e'f a Saz", 
下 一品 
P-e = Sa, 
a"-0 
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fg IL Su, 


n= 0 


了 十 8 一 Dè. 
由 《2. 5.11) 可 得 l 
ao 一 afi, = AO. 一 aĝo 十 a?) 


e-— af um AC, "s aó,) 十 AO Tz aó, 十 a?) 


Quy.) 一 ag, , = AL, — a6, 3) 十 … 十 Àp Oo — aĝ, + a?) 


(2. 5.12) 
«e, 一 aß. =e Ao lY, nad aà,) D A As-iQ pti s a0, p+) 
v= p,p tlee (2.5.13 


今 假设 无 下 列 形式 的 关系 式 成 立 : 

Bi — g') + Bafe) + B: +g) + B=0, (2.5.14) 
其 中 B,,B,,B;,B, 为 不 全 恒 等 于 零 的 次 数 至 多 为 p 一 1 次 的 多 项 
式 , 则 行列 式 

B .Y, $9. sha 5.0954. ; t Yapti Oii 
D, = Ba Yn + Br Y, » à, (rms Yic pav Oi pt2 T 


Pu 2pt Y 2p [TER $ Yitzp—1 9 OS isi Lu Yster , [Xr 


k= pip tl, 
因 不 然 , 则 会 导致 (2. 51 成 立 . 现 设 D, Æ 0. WE t (2.5. 13) 前 
2p 十 VT XS 4; K aà G = 0,1,2,-…, 户 一 1) 可 得 

D,” + aD, = 0. 
TE 

D," 

D 
由 此 及 (2. 5.12) 即 可 得 出 AA ALS 此 时 f(z) 5 gGO BUB 
一 个 CM 公共 值 . 这 样 我 们 就 证 明了 下 述 


a =- 
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定理 2.49 UL / GO 5 g GO DUEURUE ERG EC AC oo, 
ÀCg) « oo, B. /GO ZÉ g GO. WIE Ej gz) 具有 一 个 以 上 的 有 穷 
CM 公共 值 的 必要 条 件 是 存在 不 全 恒 等 于 零 的 次 数 至 多 为 
maxi([ACÉ [AGO 一 1 次 的 多 项 式 B, B: B3 Bo ER 

Bf — g) + Bfe) +B +g) +B =O. 
现 假设 无 下 列 形式 的 关系 式 成 立 
Ae) + A(f Tr g) +A =O, (2. 5.15) 
HPA AA, 为 不 全 恒 等 于 零 的 次 数 至 多 为 P—1 次 的 多 项 式 ， 
则 行列 式 


|y, » à; Ya 05.09, 0 s.t. Y sas Ói pni 
Ae Yati or Y, »Ó, Stt Y uro ptz +0, 
Yea * 9, 2,1 ~ Yt2p—29 [TP ovr Ya, , 9, 
&— p ptl. 


因 否则 , 则 会 导致 (2.5. 150 成 立 . 现 设 A, 75 0. 则 由 (2.5.13) 前 
2p CHIH A, R aG = 0,1, p 一 1) 如 下 : 
À, = k, P 十 有 ea | 
a, ta G = 0,1,2,° p — 1) 
A% = ka? + kPa 
s | pu) 4- ta 
消去 ,可 得 = 的 两 个 值 , 且 相应 每 个 z 可 得 一 组 为 ,为 ,… Ap. 这 
样 我 们 就 证 明了 下 述 
定理 2.50 设 f(z) 与 g(z) 为 超越 整 函数 ,其 级 4(f) «oo, 
A(g) 之 50, 且 了 (xz) 闫 g(xz), 则 了 lz) 与 g(z) 具有 二 个 以 上 的 有 鹤 
CM 公共 值 的 必要 条 件 是 存在 不 全 恒 等 于 零 的 次 数 至 多 为 
max(i[ACO [AGO D) - 1 次 的 多 项 式 ALAS AER. 
Ag) +A Fg) 十 4 三 0. 
容易 看 出 , 若 f(z) 与 g(x) 具有 二 个 以 上 的 有 穷 CM 公共 值 ， 
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W) A, = 0k = p.12. 
假设 41,4,; 有 A 为 不 全 恒 等 于 零 的 次 数 至 多 为 p 一 1 次 的 多 
项 式 , 且 使 得 
AFD + ACF Hg) + A 0. (2. 5. 16) 
我 们 区 分 下 述 三 种 情形 讨论 . 
D 假设 4 z0.4,z0. 
则 由 (C2. 5.16) 可 得 


Ad, 一 A,:! 
[Af + 4 一 一 AA. 9 
< 2. 5. 17) 
A A, — A; $ 
Xd NES rera n. 


B A +A 5 Aug 一 A, 13 PE REC EA e 十 A, 只 能 有 有 限 个 
零点 , 设 
Aug 十 A = Tre, 

其 中 栈 与 已 均 为 多 项 式 , 且 本 可 除 尽 AA; 一 AJ. 

— CA,A, — AÐ — P T, 
则 

AJ +A SA te, 

其 中 人 入 与 尺 均 为 多 项 式 , 且 A 可 除 尽 AA 一 A4. 并 设 

— A — A) = A 人 :A 
则 由 (2. 5.17) 得 


far A = KET =T :ee 人 人. en, 
M (2. 5.18) 
Au 十 A, = 会 z E — Ae = re, 
从 而 在 选取 适当 的 常数 下 有 


Q—--R, A—-rn, T=A. 
因此 
一 (4i4, - Af) - T A. 
Bab FG) 5j g GO 的 CM 公共 值 , 则 
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f-—a 


zs fü 一 -一 一 
Dise a (2. 5.19) 


£ 
其 中 5s 均 为 多 项 式 . 故 
(Af + A:) — {Aia 十 A.) -— 


Chg F AD — Cha F A) 67 
Cf + AD — Gb E AD o 
CAig + A) — b t AD ` 
再 由 (2. 5.18) 可 得 
人 .er 一 (4a 十 4) _ e, 


P-e —(Aa-c- AD 


AtEm (Gb EA).  ， 
Dee (Ab F AD 


首先 假设 Aat A = 0, H2. 5. 20018» = 2R, A — P. Bi 
(2.5.18) 得 
Af — aA, = Ae", Ag — aA, — ^e. 
dk 41 可 除 尽 A TEA = 4.MM, 其 中 作为 多 项 式 , 则 可 得 
f—a= Me, g—a= Me ®. (2. 5. 21) 
再 由 (2. 5. 19) 得 


(2. 5. 20) 


Me* + (a — b) ER 
la be FM $ 


注意 到 上 式 可 以 写 为 
(a — be — M = 


(a — by — M? 
(a — b)e* -- M^ 
B] M zÉ0.a 一 58 沽 0, 显 然 上 式 当 且 仅 当 s = 二 R.a — 6 — M 时 成 
立 . 于 是 由 (2. 5. 21) 得 
f-~a= la— bef, g—a= (a— be *, 
从 而 有 . 
J — b= (a — ble 1), g—b-—(a—GeG"*--D, 
f — (2a — b) = (a — b) (e — 1), 
g — (2a — b) = (a — bY(e ^ — 1). 
因此 f(z) 5 g(z 有 三 个 CM 公共 值 a,5 及 2a — b. M Ab +A 
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三 0, 与 上 面 类 似 ,我 们 也 可 得 到 f(z) 53 g GO 具有 三 个 CM 公共 
di a,b K 2b — a. 

下 而 假设 Aia d- A35 0,A,5 +A 5E 0, iH (2. 5. 20) LA E 
o,Pz 0H 


[Aa + AY -TrA 
: (Aa + Ape — P 


CAb AD! DA 
© (Ab + ADe^ — P 
显然 {2. 5. 22) 式 当 且 仅 当 
(Aja - AD! —D* A—0, (Ab A;G!- T A0 


= A + Aa + Ae, 
(2. 5.22) 
= A + Ab + ADe. 


及 
er *—], e=] 
时 成 立 .于 是 
Alat — 5#) + 2A:la — b) = 0, 
HB A=- le DA. 这 表示 A 与 4 有 常数 比 信之 关系 .再 
由 (2. 5. 22) 得 


A=T, iu MASA 


及 
f— atb = Llac be 
2 2 s 
g 一 lG +b) -— Lea 十 e^. 
从 而 有 
f-ae-i«a-bG ED, g-am—iG-BG" D. 
f-be-ia-bu -D, g—b-—ila-8G*-10. 


因此 f(z) 与 g(z) 具有 三 个 CM 公共 值 a,b. (a 4-5). 
2) {Rit A, = 0. 则 由 (2. 5.16) 得 
A Lfe) + A; -— 0, 
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BB A, 可 整除 4:. 设 4: — MA R M RERA, AN fg — M. 
E 了 与 & 均 为 整 函数 , 故 了 与 & 只 能 有 有 限 个 零点 , 设 
三 一 Ae, g= Ae, (2. 5. 23) 
W] M=A 和信;, 其 中 人 入 i 与 入 ; 均 为 多 项 式 . 
设 a( 关 0) 为 f(z) 与 g(x) 的 CM 公共 值 , 则 
f-—a 


pea > 
HEF p 为 多 项 式 .于 是 
Ju — 一 pf 
Junk am et. 
注意 到 上 式 可 写 为 
mE = A aet^*, (2. 5.24) 


Baz 0,A;SEO.REAR EXORSBUDOS AA = asp = REIR. 
于 是 由 (2. 5. 24) 得 A. =— a, ^: 一 一 a, HH C2. 5. 23) 得 
J =— ae, 8 一 一 2e 4. 

从 而 有 

f—a--—a(e* +1), g—a--—a(e*-c0, 

f-4a--—a(* 1), g-da-—-—a(e^*5 — 1). 
因此 f(z) 与 g(z) 具有 三 个 CM 公共 值 — 2.052. 

D ”假设 A, — 0. 则 由 (2. 5.16) 得 


+g=N, 
其 中 N -一 全 为 多 项 式 . 于 是 
J=N-—g. 
dap /GO 5 gGO 的 CM 公共 值 , 则 
二 一 人 一 oo， 
可 一 好 
HP p 为 多 项 式 .于 是 
N—g-—a $ 
g—a j 
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即 N 94 -so 十 1 


显然 上 式 当 且 仅 当 六 一 ?ee 一 一 1 时 成 立 . 因 此 jz) 8G 只 


有 一 个 CM 公共 值 .事实 上 ,二 4 pf eg = da 
我 们 也 可 对 有 穷 级 亚 纯 函 数 作 同样 的 讨论 及 得 到 关 似 的 结 


R ,与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Anastassiadisq 
2.5.3 Taylor 展 式 系数 与 唯一 性 


对 有 穷 级 整 函 数 ,Anastassiadisc 证 明了 下 述 唯 一 性 定理 ， 
定理 2.51 设 /(z) 与 8(z) HEURE PRÉC RRAN < ce， 
Alg) < co, 其 Taylor 展 式 分 别 为 


fiz) = Ziar, glz) = S di 
^-ü LL 


设 a 为 f(z) 与 g(z) 的 CM 公共 值 , 其 中 < 为 有 穷 复 数 . 如 果 
c;—d; (je0,1,"59, 
Co 75 a, 
EHE g 一 maxt[ACO ] [4G 则 FG = ge. 
证 . 上 庄 a 为 f(z) 与 g(z) 的 CM 公共 值得 


Is 二 4 = er ， (2. 5. 25) 


其 中 gCz) AW pi EmEx. BRE 

bs maxi([ACO [AG =g. 
与 $2.5.2 节 类 似 , 我 们 也 可 得 到 (2. 5. 12). 1E ES e; — d, Cj — 0, 
leg). Æ a RITE 

oj 一 0 (j= 0,1," g — 1), 

B=0 (=0,1,.%,g— 1), 


o = cod) = ci， 


Y 
e = €, 十 d, = 2c0, 


Ya 一 CE + a? = ch — ya + a’ 
= (c, —a¥ Æ 0. 
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于 是 由 (2. 5.12) 可 得 


A = ÀA = o = Àp = 0， 
及 
Q' (2) 三 0. 
再 由 (2. 5. 25) 得 
了 一 & 
goa Ki (2. 5. 26) 


其 中 天 为 常数 . 在 (2.5. 26) 中 令 z 一 0 得 K—1. 于 是 f(z) 
= gx). 

设 f(z) 为 非常 数 整 函数 ,a 为 任 一 有 穷 复 数 ,我 们 以 EG M 
表示 f) — a 的 零点 集合 , 重 级 零点 按 其 重 级 计算 . 使 用 这 个 记 
号 ,我 们 可 把 定理 2. 51 述 之 如 下 ; 

定理 2. 51” 任 一 级 为 4 的 整 函 数 了 f(z) ,可 完全 由 (a, 放 及 
JG) BS Taylor 展 式 中 前 [和 J 十 1 个 系数 cj — 0,1, [A D, RH 
c = a ;了 唯一 确定 ， 

我 们 也 可 对 有 穷 级 亚 纯 函 数 作 同样 的 讨论 及 得 到 类 似 的 结 
果 , 可 参看 Anastassiadis^", 
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第 三 章 ”五 值 定理 , 重 值 与 唯一 性 


五 值 定理 是 Nevanlinna 关于 亚 纯 函数 唯一 性 的 一 个 重要 乡 
R ,本章 将 在 $3.1 节 中 证 明 这 个 结果 及 其 各 种 推广 

在 亚 纯 荔 数值 分 布 理 论 中 , 重 级 信 点 的 影响 如 何 是 一 个 重要 
的 课题 . 亚 纯 冰 数 的 重 值 与 唯一 性 问题 主要 是 研究 重 级 值 点 对 唯 
一 性 的 影响 ,我 们 将 在 $3.3, 83.4, 8 3.5 节 中 扼要 叙述 关于 亚 
纯 通 数 的 重 值 与 唯一 性 问题 的 研究 工作 . 这 些 结果 是 Nevanlinna 
五 值 定理 的 推广 与 改进 - 

亚 绰 函 数 重 值 与 唯一 性 问题 的 研究 本 质 上 都 是 应 用 了 处 理 重 
值 问题 的 杨 乐 方法 ,我 们 将 在 《 3. 2 节 中 介绍 杨 乐 方法 和 杨 乐 关 
于 重 值 问题 的 部 分 研究 工作 . 


$3.1. X fü 定理 


3.1.1 Nevanlinna 五 值 定理 


R. Nevanlinna'? 证 明了 下 述 五 值 定理 
定理 3.1 设 f(z) 与 g(z) 为 两 个 非常 数 亚 纯 函 数 ,aj;(j — 1. 
2,3,4,5) 为 五 个 判别 的 复数 . 如 果 alj 7: 1,2,3,4,50 XI 与 
gGO 的 IM 公 闪 值 , 则 fio zm giez). 
证 . 首先 设 a,(j = 1,2,3,4,5) 均 为 有 穷 ,由 第 二 基本 定理 
(定理 1. 8) ,我 们 有 
1 


3T'(r,f) < 2 ) SG, (3. 1. 1) 
j=l a; 


8TG.g) « Y NG, : 


j=1 B8-—aj 


)T $6,&g). (3. 1. 2) 
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BES Erla). Ha,G 7 1,2,3,4.50 9 FG S g GO IS IM 
共 值 得 
OX 1 x 1 1 
Ng a = LN e — "A < Nope sz) 
«TGG,f£—8) --00) 
TG) + TG) OO). (3.1. 3) 
HBG.1. 10,3. 1.2 ,(3. 1. 2 得 
30 GG, ATO, g) 207 rD + TG. 
+ Sir. + Sg» 


B] 
TG, HTD SS, AN + SG). 
这 是 一 个 矛盾 .于 是 f(z) = glz). 
MRa 一 1,2,3,4,5) 中 有 一 个 为 co ,不 失 一 般 性 , 设 4; = 
co. 取 有 穷 复 数 a, 使 满足 4 2 a, — 1,2,3,0. E 


Giz) = 1 


Fiz) = PT 


n s. 
fiz) a’ 
设 
b, mm 

则 b= 1,2,3,4.50 为 F(z) 5 Gle) 的 IM 公共 值 . 由 前 面 所 
iE RIDE FOOD = Ge), PE f(z) — gla. 

定理 3. 1 中 f(z) 与 g(z) 具有 五 个 判别 的 IM 公共 值 的 条 件 
不 能 减弱 为 1(z) 与 gCz) 具有 四 个 判别 的 IM 公共 值 . 例如 ,f(z) 
—e',.g(z) 二 e “具有 四 个 判别 的 IM 公共 值 0,1, 一 1,co, 但 f(z) 
sÉ g(z). 


3.1.2 Nevanlinna 五 值 定理 的 强化 


设 AGO 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,e 为 任意 复数 ,我 们 以 Elah) K 
m hGO 一 4 的 零点 集合 ,每 个 零点 仅 计 一 次 . 

TE HERO 改进 了 定理 3.1, 证 明了 

定理 3.2 B/O Sege) 为 两 个 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(j — 1, 
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(j = 1,2,3,4), bs = 0, 


2,3,.4,5) 为 五 个 判别 的 复数 , 如 果 


E(aj./) & Elang) (一 1, 2 3 4 5)， (3. 1. 4) 
m V No. ul Nol 1 
及 oE A Ct 


则 S) = giz). 
证 . PARRE. T aG = 1,2,34, DAEA. 与 定 
理 3.1 的 证 明 类 似 ,我 们 也 可 得 到 (3. 1.15, (3. 1.2). 于 是 


DN OTD G&E, 


及 


5 
DNo.- i—)-0(m6,) (r & E). 
je 3 


假设 f(z) S GO. EQ.1.4 得 
5 k 
Swi 1 |x 1 
ZUM n EI I Ning) 
*TG,f) T TG,.g)-O(CD. 
再 由 (3. 1.0, (3.1. 2) 得 


r 


dei 


à j ï n 
merie (to) En( r4 
5 
+ CELLY DN erig) 
G & E) 
于 是 
($ +o] XN 2 EIE *Q) NN. i] 
(r & E) 
E Bp (8 
"AT. 3 re 1 
Ne Mni 


这 与 (3.1.5) 矛盾 .因此 f(x) = ge). 
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3.13 ”两 个 亚 纯 函 数 公共 a 值 点 密度 的 度量 


设 f(z) 5 gGo 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 任意 复数 ,我 们 以 
E la) 表示 

Ela f) N EXa.g) VA ni Gra) 表示 在 lz) s r rff EGO 的 点 
的 数目 E 


N, r,a) = | nea mln g + ma(0,a)logr 
E 
Nora Nr. 7] Nr. 1 XN Gas 
12 Ta Eal 


我 们 有 下 述 
定理 3.3 Rf) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 画 数 . 如 果 G0 xx 
giz), J 
SIN. Csa) 
lim 5T TC*! 


t >] 

PI 

« TG, f — g) + OC) 
STD t TG T 00). 


证 ， 显然 
2N Nra x n| 


于 是 
AN (r,a) 
lim 7 Gs T FTG, < 
由 定理 3. 3, 可 得 下 述 
X. 设 f(lz) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 . 如 果 
AM (r,a) 
lmr DFTA” 
则 f(z) = giz). 
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注意 到 ,在 定理 3. 1 PË aG = 1,2,3,4, 则 
> Nolr,a) > II ? = DNet 


jmi f-l 


B8 G. 1.0, . 1. 22 ,我 们 有 
22860 UE 

| Im TOV -TCep7237L 
由 定理 3. 3 的 系 知 ,f(z) = g GO. 因此 ， x 3.1 实质 上 是 定理 
3. 3 的 一 个 推论 

设 f(z) 5 a GO 为 黄 个 不 同 的 超越 亚 纯 函数 ,a 为 任意 复数 . 
设 

wo =i- ar o 

ACa) 可 以 作为 f(z) 5 g GO AH a 值 点 密度 的 度量 ,我 们 有 下 述 
Nevanlinna'? 定理 . 

定理 3.4 (D OxAQGDxI1 

Gi) {E Ala) 08a 至 多 是 可 数 的 . 

Gi) DJA) x4 

证 -不妨 设 ACD = 0, 否 则 进行 变换 即 可 , 显然 有 


EEN 
0 过 Nislr,a) s Nr zt ;]*N "Il. 
ST, +HTir, g) + 0A). 
于 是 0 失 x1. 这 就 证 明了 0). 
由 第 二 基本 定理 知 , 对 任意 上 个 判别 的 有 穷 复 数 aq; G= 1,2, 
VA 


k DITEN t Té, g)] < SEn er] 


0x 2N ra N 


rey 


下 了 i 
于 N| nl z] JESEN sce 


11777 


是 k 
= E Nesa) +29 N Ga) 


peri -1 
EIGD SG. (3.1.6) 
注意 到 f(z) Egl) 我 们 有 
INS on < No, 7t 2 
«TG. f —g9 +00) 
«TG. TG OQ. BLN 
BG. 1.6), (3.1.75 得 


k 
(& — OUT GO HTO] D Nera HSN T SG, 
jed 


g). 
由 4A(aj} 的 定义 得 
2,4) « 4. (3.1. 8) 
再 由 aU —1,2,,5) 的 任意 性 ,出 (3.1.8) 得 
Dala) SA 


这 就 证 明了 (ii)， WGiD 容易 导出 (ii)， 
X fea, giz)-—e*. 容易 证 明 , 对 4 = 二 0,1, — 1,9 
有 AGO = 一 1. 所 以 定理 3.4 中 的 人 iiy 是 精确 的 . 由 定理 3. 4, 可 得 下 
述 
系 . 设 f(z) 5 gGo 为 非常 数 亚 纯 函数 . 如 果 


2n, Cr $a ) 


2; lim ———3 — >44 GL9 
Rl) rs ) 
f—a —a 


g 
则 f(z) = gie). 


WE. 我 们 注意 到 


Ale) Z1 — lim -— 


lj 

— à 
2No (rsa) 

AET 1 


Fa + NG, i 


g& 一 


) 
a 
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2n Cra) 
atzi 2) cb ni EL 


假设 f(z) É g GO. 由 (3. 1. 25 (3. 1. 10) 得 
Da) > 4, 


这 与 定理 3.4 的 (ii) 矛盾 .于 是 f(z) = ge). 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Nevanlinna ® ,Gross'?, 


3.1.4 把 常数 换 为 小 函数 的 推广 


一 个 自然 的 问题 是 ,五 值 定理 对 小 函数 是 否 成 立 . 我 们 有 下 述 

定理 3.5 RJC) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aj(z)(j — 1, 
2,3,4,5) 为 五 个 判别 的 了 与 有 的 小 函数 (由 Ttr,a;) = SG, 
T(Gr,a) = SGr,g)G = 1,2,3,4,5)). WẸ 

fiz) — aj(z) = 0£zg(s) — alz) —0 QG — 1,2.,8.4,52, 

则 fiz) =g). 

W. 假设 f(z) 关 ge. 由 第 二 基本 定理 的 推广 定理 (定理 
1. 39) ,我 们 有 


(3— EDTN I 


zm lim (3. 1. 10) 


r= i) + 505, 


(3. 1.11) 
5 j 1 
《3 ~ eT(r,g) < Nir, 二 SCr,g), 
» | ga; 
(3.1.12) 


其 中 e 为 任意 给 定 的 正 数 . 由 
Fiz) — aj(z) = Cfzg(z) — aj(z) — 0. (j — 1,2,8,4,5) 
得 


Zn ferigi Mee. 
STe,- g) +00) 
STO N+ TOG,g) +01). (3. 1.13) 
由 (C3.1.11),(3.1.12),(3.1.13) 得 
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(3 — OUT GS HTD] s 2[TG. + TG] 
二 Str,f) T SG), 
Rp 
GGDT HTO g] SSA + S6, 

这 是 一 个 了 矛盾. 于 是 f(z) = ge). 

Bt AGO 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,ce(z) 为 h(z) 的 小 函数 . 我 们 以 
E(a,h) 表示 有 (2) 一 az) 的 零点 集合 , 重 级 零点 按 其 重 级 计算 ， 

设 f(z) 5 gGO 为 非常 数 亚 纯 项 数 ,afz) 为 f(z) S go 的 
小 函数 .我 们 以 nolr,a) RRE ix dir PH AGO al) 与 gz)》 一 
ale) 的 公共 零点 的 个 数 , 重 级 按 小 者 计 ,NoCr,a) 表示 nra) 相 
应 的 计数 函数 , 置 


Na(r.a) 一 N{ -7 


| — 2N, rra). 
=r 


1 z| 十 xfr, 
与 定理 3. 3 类 似 , 我 们 有 下 述 


定理 3.6 设 f(z) 与 g(z) HIERRO BS TC. 如 果 Go 天 
£g C) , iti 


23 Nolr,a) 
Da rn Y TG e 
证 。 显然 
QM Vra) S we ;* TG,f—57 T00) 
TG. HT e) 40). 
Hr Bpdgg P 3. 5 的 结论 . 
由 定理 3. 6, 可 得 下 述 
系 . R) 5S gGO 为 非常 数 亚 纯 函 数 . 如果 
> Nora) 


a(£)3€00 
lim TG. D+ TGD” 


则 f(x) = gle). 
定理 3.5 实 质 上 是 定理 3, 6 的 一 个 推论 , 
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3.1.5 ”有关 小 函数 的 唯一 性 的 进一步 结果 

先 证 明 二 个 引 理 

5 理 3.1 UE f GO AIRA TA BEC b C) ,5s(z) 为 其 小 函 
数 , 互 相 判 别 , 且 均 不 恒 为 零 或 1, 出 
TOND ENG, ++ de CE: pt Neg Ln 


+ cr, 了 二 P TSEN. 


WE. E) be 由 定理 1.8 知 , 引 理 3.I 成 立 ， 
TAG) 5 5,60 不 全 为 常数 . 置 


I PF f-f| 
Fæ) = bb! b' B—HBl. (3.1.14) 
LN b; b, = A 
RE AIER FO x o. 
如 果 EM 由 (3. 110 易 得 
(à ei | | ne ea 
b S i ibi hlj A 
(3. 1. 15) 
我 们 区 分 四 种 情形 . 
m b, b. b. b, i 
D 假设 pS 4 gn RITE EG. 1. 15) 得 
t 2 
£ a EH f(x) = cy). BB ep HEAR. 
: b, b, y 
D WE piego j’ 与 1) 类 似 , 也 可 得 出 矛盾 ， 
may 人 b bM 
3) 假设 Wu girgir B Foz, 
br 


二 | 
Tài po EMCOILI) 可 化 为 

gu. up. de. Nb 
ps f 名 一 1 5 
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因此 
T(r,f) = TG.À —O(D = $6.5, 
这 也 是 一 个 矛盾 . 
o BB Sat tan 


b. t n4 ^, 
1 be t ; b. -一 ,这 时 (3. 1.18) 可 写 为 


b b Lie b, — U 
b! bj f b; b) f 
[2-17 - [E -ZzHI 
bi b, D Í 1 bi 1 b, Iy 
t * b 1 t 
:= zh (3. 1. 16) 


= B S — 1) b. — 1)» 
Hi (3. 1. 16) 可 知 ,f(z) -- 1 FARRER B. 5; GO Cj — 1,2) 的 


零点 ,1 点 或 极点 处 以 及 旬 E A 的 零点 处 . 因此 


s 1 b z i 人 l| : | 
ara a ene] erg) 


FiS g 
3 N(r- i; x) = S s f). (5.1.17) 
hi b, 
间 理 可 得 
KG.) = 5G. (3.1. 18) 


由 (3.1. 16) 还 可 看 出 ,f(z) BS AR x ELRTRESIE B. kU — 1,2) 的 零 
d AEG X[T. — | - [pum - pu 的 零点 
处 ,因此 同样 可 得 
| N(r,f) = Str, f). (3. 1. 19) 
综合 (3. 1.175, (3.1. 182, (3. 1. 19) EG 
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Tc « Rte b c Nr) e Nlr, pH 1] + Se 
I & (r.). 5 
这 也 旺 -… 个 蕴 证 .于 基 EGO 半 0， 


n) := mini] IAXOIMINGINUCSRSIB 
tz) — 1i G) — bale) |), 
Qr) — (81 fGre*) — bie | 8e), = 1,2), 
Br) = i8. | fef! < Cre), 
Bir) = Qui fire") — 1| e 8e)), 
显然 ANNI 天 六 57 一 1,2,3,4) 最 多 只 有 有 限 个 点 . 
易 见 


去 ,iog Ere LL 


i [m ioi 1 1 1 
We | " 
Ss [oem ns Gd 


— iog3 
1 1 
Smeg) o om PELLE: qo Cr Lo 
Tomi. ; 5.) ~ log3 
opt (3. 1. 20) 
注意 到 


FE =L bO Ba BE b H b) d. 
P = e h. 
F — f -=(£— b) — b — DF — b) dB — h. 

将 上 三 式 代 入 (3.1.14) ,利用 行列 式 性 质 可 得 


一 
| Cf BNE =b) KA Tb LAU Af 一 IO TA EOS CDU A) 
i bh? "m bh 


(3.1. 2: 
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再 利用 6 € EE Fal seS H ll 可 得 


1 
2r NC id 


b, 
IMPER 1-) 十 O(mGr, 5D + mG 5) 


十 KE ^) 十 mr b; )) 
= S... (3. 1. 22) 
Bi (3.1. 20). (3. 1. 22) 得 


1 .1 WE a P dl 
ne b) Sia | as rtt + us [Lon $40 


-1 | 1 TENE S 
T jm log bI dd6 + j log! 3d? 
fr, 
1 
D ai "I + Sir, f). (3. 1. 23) 
类 似 的 论证 可 得 
APTE 
Lr quy WR as lo log' J+ Ses, (3. 1. 24) 
] mL Ej » 
mp) X ax NC "i + Sir, J), (3. 1. 25) 


mr?) S 3. Js log TF2 + SC, (3. 1. 26) 
结合 (3. 1.23) 一 -‘3. 1. 26)} T. 


1 
mir, LE tmn riy p sup Te 


TG S£) & UG PENGJET D NGP 


+ Nez ) 一 NG. 32) HTO, ++ Sor, f). 

(3. 1. 27) 
HG. 1. 21D 40, f£ — 5, E] p C 1) 重 零 点 若 不 是 5H 或 刀 的 极点 必 
为 F(z) 的 至 少 p 一 1 重 零 点 . 类 似 可 证 ,了 一 5 的 p(> D EAR 
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车 不 是 5 或 5 的 极点 必 为 F(z)》 HED .— 1 重 零 点 .由 (3. 1. 14) 
知 ,f 或 了 -- 1 的 p(> 1) 重 零 点 车 不 是 5 或 64 的 极点 必 为 已 (z) 
的 至 少 pp 一 1 重 零 点 .于 是 由 (3.1.27) 得 


l E 1 3 1 xo 
AT G D SNG FI LLLA gum t NGC) 


1 


f£—1 


-NG, 
B 1.10 易 得 
mir, E) < 2m(r,f)-- SG. f, 
Nir,FY < ONG D ANON + SG. 


)cETGSF) + SG. (. 1.28) 


故 

Tír.F) « ZTG.f^-- Ni. 十 SGr 门 ， (3. 1. 29) 
H (3-1. 28),(3. 1.29) HH (5| F8 3. 1 的 结论 . 

引 理 3.2 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aji(z)(7 一 1,234, 
5) 为 五 个 判别 的 f(z) 的 小 函数 . 则 


下 t : 
2T (0,/) < ZUM Dip) T SG. 

DUE f(z) — alz) alz) — akz) 

EZ? = Fey —a,() aj) — a," 
Q4 — alz) a(z) 一 as(x) xe 
B IE aa Cy Ae), vites 
由 定理 1. 13 得 
Trg) = TO, P4 S,f. (3.1. 30) 


故 
Tor, bp = SG,g). 
Xf gGO.51Go, bC) 应 用 引 理 3. 1 可 得 


2T(ryg) CNG, g) 十 No LONG, 


z lo No Lg) 
1 
+ Nzi) + Gan. (3.1. 31) 
注意 到 
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Noa) «Nou a) 8S0, 


COM E a) tse, 


Nc. qiue 


Nic Ne 3) 5692 (7 = 1.2). 
BEdIG. 1. 302, C3. 1. 31) 即 得 
2T Gf) < NNeg1. 2 4- Str. f. 

BAG IEA REAA o NEEN, Bn h) Hh 在 
zi Sr AHRS TH HEA EKAT pR pN, Oh) 
A RGB PX BU TT e X. 

引 理 3.3 ix /GO HERRERAN a; (2 0 — 1,2, 
A aÈ 3) 个 判别 的 Co 的 小 函数 . 则 对 任意 小 的 正 数 <, 存在 正 
整数 p ttia 

(g— 2— TG. « X GL Sr. f). 

WE. 使 用 定理 1.39 证 明 中 采用 的 符号 . Hi (1.5. 352, 

1. 5. 36), (3.5.37) 得 
gTr P) — 3G <T, f) + E Neuf) 


2e REN 
g INPE? + SG,f) 


— (qo y SY S 1l ads. ET É 
LHOTE, J) PESAS JESU Si. f), 
其 中 POP) =W (Bis Ba Bu fb Fhost fh,). 于 是 


(q—2— 9T(r. P «x TES T ; Nr, pn) 
TIE. (3. 1. 82) 
注意 到 
P( -ap =P), G= des S 
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B zNf-—aQ0sxjsq Bt Gnd ET ABRE 
ajGO Cj — 1,2,-,q) 的 极点 ;由 PCf 一 a,» 的 定义 与 (3.1.33) 
知 ,zo 为 PCA) WED nG — n — &) 重 零点 .于 是 由 (3.1. 32) 得 


(q—2—9TG. < Macy 1 2o SG. 
RU KRE 证 明了 
3383.7. 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,ai(z)(07 — 1, 


2,3,4,5) 为 五 个 判别 的 f(z) 5 eg GO 的 小 函数 . 如果 
Jiz) — a, l2) = 0g iz) — alz) 一 0 (j—1,2,3,4,5), 


且 f(z) 一 a,(z) 的 重 级 零点 均 为 g(xz) 一 ai(z) 的 重 级 零点 (一 1， 
2,3,4.50. MW f(z) = giz). 


证 . 假设 f(z) Egle). ida (rep a) "fail 
委 - 内 重 级 大 于 1 的 零点 个 数 ， ,每 个 零点 仅 计 一 -次 GG 一 1,2,3,4， 
9) N* Gy) 为 相应 的 计数 函数 . 由 定理 3.7 的 假设 可 得 


5 
ONG, dp EN s 
2; É P. a, 2i 7 f a; 
T1 «TG, +T, g) 00). 
(3. 1. 34) 
再 由 引 理 3.2 得 


E] 
2G. f) 十 + EN Gg 


5 
aTa A Xr: Gy a) t Seu 


j=1 j=1 
之 T(r, 让 十 NN +S, f). (3. 1. 35) 
GESIE” 
5 
y. 1 
2T(r,g) 十 2jN CU esp 
«TG. c TG. 十 SGryg)， (3. 1. 36) 
Hj (3. 1. 35), (3. 1. 36) 即 得 
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J-1 
及 . 
Trg) = Tir, D + SG... (3. 1. 38) 


应 用 引 理 3.3, R e — 元, 得 正 整 数 ,可 得 


2. 5T(r,f) < YN, (Fr D ESP 


j=l 


«Mme. Dia ET aj) t S65 


再 由 (3.1. 340, (3. 1. 372. (3. 1. 38) 得 
2.5T Er, O « Tr + SG. 


RE 


ire < Sirf), 


这 是 一 个 矛盾 . 于 是 Sa) = g (2). 

显然 定理 3.7 是 定理 3. 5 的 改进 . 

Bb AGo 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a(z) 为 h(z) 的 小 函数 . 我 们 以 
Ea ,h) Rh GO -- aGO 的 零点 集合 , 单 重 零点 计 一 次 , 重 级 零点 
ib X. 

使 用 上 这 符号 ,由 定理 3.7 可 得 下 述 

EK. 设 f(z) 58g 为 非常 数 亚 纯 了 沙 数 ,a,(z)(j — 1,2,3， 
4,52 AAR Ae 与 g(z) 的 小 函数 . mR Èa D = Ela, 
BC 40.2.3.4,52, I] f(z) = gx). 

$i EI M 还 证 明了 下 还 

定理 3.8 Ro 与 g(z) WEARER a oG — 1, 
2,3.4,5,60 ox TALES f(z) 与 g GO 的 小 函数 . 如 果 

fiz) -—-a,()- üesgíx) —aj;(227 0 《一 1,2,3.4.5，6)， 
WP fe) = gie). 
证 .假设 f(z) 关 g(z). 易 见 
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>Ne,7 


yat 


lo <Ne, y g? 
<T, + TEG +00). 
由 引 理 3.2 得 
2T(r.f) < Neg 2 TS$G.D0 (k=1,2,3,4,5,6). 


h 


故 


ire. «SXNG zi 2t SG 


«STGG.f)- "E + SG.f). (3.1.39) 
[2E: ESI 
12TG,g) « 5T Gf) H- ST Gag) + Sr,g). (3. 1. 40) 
Ej (3. 1. 395, (3. 1. 40) 得 
2T Gr, A T Gg) « Sir, D + SG. 
这 是 一 个 政 盾 .于 是 f(x) 三 gla). 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 朱 经 浩 沁 , 叶 寿 想 ” 2 RET. 


83.2 处理 重 值 问 题 的 杨 乐 方法 


亚 纯 函数 重 值 与 唯一 性 问题 的 研究 本 质 上 都 是 应 用 了 处 理 午 
值 问 题 的 杨 乐 方法 . 本 节 将 扼要 论述 杨 乐 关于 重 值 问题 的 部 分 研 
究 工 作 . 


3.2.1 二 个 引 理 

设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,a 为 任意 复数 , 关 为 正 整 数 ,我 们 
以 mr 了 D SK no 6s f = a) En Ga) 表示 在 |o! n 内 
f(z)—a nt di 的 零点 数目 , 且 重 级 零点 仅 计 一 次 ;以 
nant y 24 或 Paz non f=a) 或 narra) 表示 在 iz! x r 


内 Fe) 一 a 的 重 级 超过 的 等 点 数目 ， 重 级 零点 也 计算 一 次 . 相应 
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BT S p Eia 2S Nur, rs PL 或 Nor, f — a) 或 Npa) 以 
R Noa ) m Noa, f =a) 或 Nana). 与 上 述 诸 
量 相 似 ， 我 们 还 采用 记号 ny(r, Eri noa GG ILS 


Ns Gy 235 Nasir pE a 其 中 重 级 零 点 按 重 数 计 算 . 


下 面 证 明 二 个 在 重信 问题 中 起 重要 作用 的 引 理 . 
2|H 3.4 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,a 为 任意 复数 ,为 正 
整数 , 则 


D Nox ees 


十 hne 2)， (3.2. DD 
ü) Nep <rt TE 
tz + pri! (0D T O00). (3. 2. 2) 
XE. 注意 到 
Nc. TL = No i) + Nanti p+) 
i "了 一 a 二 'f—a 1 'f—a 
及 
Nan rogi < phony). 
则 
3 1 à ox 
Nc. pip [RNC D pL. 27 
十 pius pes 2) 
. k x 1 1 
& FEIN CIL 十 Rd te 
这 就 证 明了 (3. 2. 1). 
注意 到 
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gi 3. 2. 1) 即 可 得 到 《3. 2. 2). 
引 理 3.5 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aj(j 二 1,2,…,q) 为 
gq (之 3) 个 判别 的 复数 ,Cf 二 1,2, 为 9 个 正 整 数 . 则 


| NO ^ 1 
(1) (q — DT r, f) < 2; kj 站 jut) 
EN S l Nye 了 D 
Sik; +1l f-a; E 
(3.2. 3) 
i) a pl-pTe0 «X EHE CL 
(1) g 2 e k, 1 Y, e: k; +1 Ap "Fa, 
T S,.f). (3. 2. 4) 


证 . ”由 第 二 基本 定理 得 


a= DTH < MG 2 D ESEP. 


再 由 (3.2. 1) 即 得 (3. 2. 3), 8 (3. 2.2) 即 得 (3. 24) 
3.2.2 $ Borel 例外 值 


定义 3.1 RS) 于 开平 面 亚 纯 , 其 级 4 为 有 穷 正 数 ,a 为 任 
意 复数 , 为 正 整数 . 如 果 
log" 24 PM EN 
poco uu 
则 a 称 为 f(z) HY k RM Borel 例外 值 ， 
引 理 3.6 a 为 f(z} 的 上 级 拟 Borel 例 外 值 的 必要 且 充 分 的 条 
件 是 


log ' Nlr ,7 "t, 


lim logr 
其 中 为 f(z) 的 级 ， 
证 . aH f(z) Kk RAM Borel 例外 值 . 由 定义 3.1 知 , 存 


在 r',0<rz<), 使 当 > 盖 ro 时 有 


«LÀ, (3. 2. 5) 
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na (rl z? < f 


故 
一 1 
M E > np (fs p) 
Noer p = Noo rl + | a 
< Na o p) T = 
于 是 
log Nair, ) 
Tim "i : STÀ 


反之 ,如果 (3. 2. 5) Br S4 r> r 时 有 
Narr p <r, 
其 中 0 二 + 二 4. od 
n ee MEC 
nyir zd = E Sa prd 
nD''f—a log? -4 
1 E EpL 


Siml -—£:- E 


于 是 


定理 3.9 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 其 级 4 为 有 穷 正 数 ,a;(j 一 
1,2. eq) 为 g 个 判别 的 复数 kG = 1,2, g) 为 gq MER. 如 
果 f(z) 以 aG = 1,2,**,9) 为 下 级 拟 Borel 例外 值 , 则 

X3a-gi-pa«s: (3.2.6) 
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证 . — M qx2Bb.G. 2.60 显然 成 立 . 设 9 之 3. 由 引 理 3.5 得 
(q— 2 — > A 3 EXqN CL 
ToSG,.f. (3. 2. 4) 
如 果 g 一 2 一 x UNE 2» 0, 注意 到 f(z) 以 aj(j = 3.2, 
为 ;级 拟 Borel 例外 值 ,再 由 引 理 3.6 知 C3. 2.4) 右 端的 级 小 于 
而 (3. 2. 4) 左 端的 级 为 人 ,这 是 一 个 矛盾 . 因此 
yega 2 rH <o 
从 而 得 到 (3. 2. 6) 


由 定理 3.9 可 得 下 述 

X. ”有 穷 正 级 亚 纯 函数 f(z) B & RH Borel 例外 值 的 数目 
不 超过 2 二 二 个 .特别 地 ,f(z) 的 单 级 拟 Borel 例外 值 不 超过 4 
个 ,二 级 拟 Borel 例外 值 不 超过 3 个 ,三 级 拟 Borel 例外 值 不 超过 2 
de 

定理 3.9 和 系 中 的 结论 是 精确 的 . 例如 天 一 1 时 ,考虑 函数 
f(z) = sn(Gz) , RẸ sn G2 为 Jacobian 95 Pi] Eg S. AXA DS e X B 
知识 可 参看 Rainville"', 我 们 知道 ,f(z} APR SI IEZOLE AX, H. 
ROG --/f900- €86£),Xx8:6G*0,1, 一 D 是 常数 . A 
易 看 到 ,1, 一 1, 二 ,一 LOS OHUNRE XR LAORE e) 
的 单 级 拟 Borel 例外 值 . 

当 fle) HERH. a = 1,2, g) 为 g ^39 SUE S3 CC 
时 ,类 似 于 53.2. 4) 的 推导 有 


TS o t ax c 5 x 1 
(q 1 2; Lu poen < 2i 元 十 ji" Oy T3? 
Sir, f). 


于 是 我 们 有 下 述 
定理 3.10 EO 为 有 穷 正 级 整 函 数 , 以 判别 的 有 穷 复 数 
a;l} = 1,2,0,4) 为 级 拟 Borel 例外 值 , 则 
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zu -js 


特别 地 ,f(z) 有 守 的 单 级 所 Borel 例外 值 数目 不 超过 2, 二 级 或 二 
级 以 上 的 拟 Borel 例外 值 数目 不 超过 1. 
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Ut f(z) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函 数 ,a 为 任意 复数 .为 正 整 
数 , 相 应 于 通常 的 气量 , 杨 乐 ” 引入 拟 亏 量 


Ny(r,F Ls) 
ôa la, f) = 1 — lim 


= Tu) 
拟 亏 量具 有 下 述 性 质 . 
定理 3.11 设 f(z) 为 超越 亚 纯 函数 .为 正 整 数 , 则 
O 对 于 所 有 的 复数 有 0 委 Su(a, 门 去 1. 
GD 使 5 (ea, 廊 为 正 数 的 复数 e 至 多 为 一 可 数 集 ,并 且 


Sala f) «HERD (3. 2. 7) 
证 . 由 拟 亏 量 的 定义 ,显然 有 0Sa NSL. 


若 a,G 二 1,2,…,9) 为 q(>2) 个 判别 的 复数 ,由 3 引 理 3.5. 我 
们 有 


9 


(qoi TQ "EPI Ns a) t S0. 
于 是 
一 一 1 
g Nar, 
了 一 SCr, f) 
Eii20 Te, 9 tTG.D 
从 而 
4 € No. -) 
人 
Nor FZ ) 


2 
«lim 5, Tr, f) : 
TOO dua) * 
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k +1 Sír, f) 
< lim c 十 TG, TG, 


一 人 i ttig +- lim Ae 


" M T1 
一 2 


) 


(3.2. 8) 
HE aG = 1,2,…,9) 的 任意 性 ,由 (3.2.8)》 BT 28 (3.2. D. 由 
(3. 2. 7) 即 知 ,使 56,(a, 放 为 正 数 的 复数 a 至 多 为 一 可 数 集 . 
定理 3. 11 中 (3.2.7) 右 端 的 圈 界 是 准确 的 , 例如 不 一 1 时 , 考 
虑 函数 f(z) = sn(z). 这 里 sn(zx) 为 Jacobian JE PL Xx. 由 
§ 3.2.2 中 分 析 即 知 ,8,01,1) = ol LD — 6,( 士 ,f) = 


àyC— ip = I. Ami 2,895 la, f) =d. 


3.2.4 ”唯一 性 定理 


设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 任意 复数 ,# 为 正 整数 . RM 
以 Eo Ga, 表示 S) 一 a 的 重 级 不 超过 的 零点 集合 ,每 个 专 
点 仅 计 一 次 , 杨 乐 2: 证 明了 

定理 3.12 设 /(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 为 正 整 数 , 则 Gn 
由 9 一 5 十 [过 ] 个 值 点 集 Eo aA (j 一 1,2, 完全 确定 ， 


其 中 wd — 12:57 为 ?个 判别 的 复数 ,[ 鞍 ] 为 二 的 最 大 理 数 
部 分 . 
iE. He) 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 旦 满足 
Estap f) = Ela g), (j—1.2,759). (3.2.9) 
AW aG-12:«4) 均 为 有 穷 复 数 , 否 则 须 先 作 一 适当 的 分 
式 线性 变换 LIE SR SE PE 3. 1 的 证 明 所 做 的 那样 . 如 果 f(z) Eg GO, 
由 (3. 2. 4) 得 


íg — 2 — 


"E X. 
II TOW S pyi2/N Ur Es a) 5G. 


(3. 2. 10) 
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由 (3. 2.9) 得 


l 
EAE D Se EID 
TG, --TG.g) + OC1). 


再 由 (3. 2. 10) 得 
(q 一 2 一 n -- er JI m ife +y z pridie 
+S f). (3. 2.11) 
j8] 8 qt 
ERE EARN! 
T 56r). (3. 2.12) 


& (3. 2. 11, (3. 2. 125 即 得 
(kg — 4k — DT GL) + TG 0) « SD H+ Sr,g). 
(3. 2.13) 
注意 到 ^ .-s5-[22 K 
kq — 4k — 2 > 0. 
于 是 (3. 2.13) 不 能 成 立 . 这 个 矛盾 证 明了 f(z) = gle). 

由 定理 3.12 即 得 下 述 

R 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 , 则 f(z) 可 由 七 个 信 点 集 
Enla) Q —1,2,7,72 EZ ER B En (a J) = 1,2, 77,6) 
And ER E.G, DG = 12-5) 完全 确定 . 

1980 5€ .H. Ueda"* 用 例子 证 实 了 和 定理 3. 12 中 的 数字 9 = 5 十 
[2] 是 最 和 佳 的 . 对 于 五 个 集 的 情况 ,还 可 子 以 精确 化 , 杨 乐 呈 证 明 
了 

定理 3.13 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,a;(j = 二 1,2,-…,5) 为 
五 个 判别 的 复数 . 则 f(z) 可 以 由 三 个 值 点 集 Es (3, NG = 1,2, 
3) 和 两 个 值 点 集 Enla UG — 4,5) 唯一 确定 ， 

W. 设 g(z) 为 非常 数 亚 纯 画 数 , 且 满足 

Esla J) = Eylag) (7 一 1,2,3) . 
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和 
E, (a;, f) = Ep lag) (7 = 4,5). (3. 2. 14) 


不 妨 设 a; = 1,2,3,4,5) 均 为 有 穷 复 数 . 如 此 fiz) 天 glz), H 
(3. 2. 4) 得 
3 


(coco fre <> S S NS cip 2 
jml 


+ AOTER 4564 


3 wu. 
ru? ls Gy zt EN pH 2) S65. 
(3. 2. 15) 
由 (3. 2.14) 得 
3 d 1 5 SaS 
ZING LÁ 2 NL D €Ney 2 
«T dT 


再 由 (3. 2.155 得 


B ToD ŠTE, 4 iTCa) + SC. 
(3. 2. 16) 
RELE 
19 


19 Tiere) < TT $ T(r,8) Fa 


(3. 2. 17) 
$8 G.2.16).(3. 2. 17). 即 得 


dr. TG) «So d SG. 


这 是 一 个 逆 盾 . 于 是 f(z) S= gae). 

设 f(z) 与 g(xz) 为 超越 亚 纯 函 数 ,ae 为 性 意 复 数 , 为 正 整 数 . 
RMA n Ga) 表示 在 iz| 二 7 内 f(z) 一 4 与 g*(z) 一 a 的 
公共 零点 的 个 数 , 重 级 按 小 者 计 , 玉 六 (人 ray 表示 noa) 相应 的 
计数 函数 . 置 
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N? Ga) — NG, zæ) t NG^ —, EE Zp T N?G.a). 


pos m 
ARO 应 用 他 所 建立 的 不 等 式 (1.4,47), 证 明了 下 述 唯一 性 
定理 . 
定理 3.14 设 f(z) 与 g(z) 为 超越 亚 纯 函 数 ,aj(j — 1,2,…， 
9) 为 qt 之 4) 个 判别 的 有 穷 复数 , 为 正 整 数 . 如 果 


iG.) g—1 
>u I ror Tea > 3 十 ENTIER 


(3. 2. 18) 
WO fP = gP lle). FESO m 8 GO 十 plz), 其 中 pp(z) 为 
次 数 不 超 过 上 一 1 次 的 多 项 式 ， 
证 . 假设 f*%(z) g"Go. Bes 1.35 f$ 


ig —1 -aui] rex Niro —) 
ge 十 gd 一 — a, 
+ Er Gr, £F?) 4 Se fY), (3. 2. 19) 
ER 
H 
poa es 二 —dTTG, 9?) « INC umi 
dogTG.g^?)-FSG,g ^). (3. 2. 20) 
注意 到 
1 
> UN Cr. fo e 十 NG, zm m on 
= 5 (NS? Ga) + 2NP Gap), 
j=l 
及 


1 T) r 1 
SN Ga) < Nr por pgm) 
<T £9) HTO, g”) +00). 
由 (3. 2.19), (3. 2. 20) 得 
| g—i $ 
C rE (o P + TOS "33 
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， 
< SIN Ga) + eC Gf) HTO, g”) 
j=l 
+ Sír, f) + S(r,g'?). 
TR 
z : Ni? G.ap 
3 mpm 


Bip e 的 任意 性 , 即 得 


: im Ni? (Cr ,a;) | 
2; n 7 lim Tr, fP) HT, g®) <3 + 


此 式 与 (3. 2. 18) 了 矛盾 .因此 JOG) =g”. 

由 定理 3. 14 即 可 得 下 述 

系 ， Wf/GO Bg Go NEUE PRÉC a, (9 — 1,2,3,4) 为 四 
个 判别 的 有 穷 复 数 光 为 正 整 数 , 如 果 


q-—1 
|&3- íi ee 


gll. 
kg Fa —1' 


: NE (r,a) 4k 
lim ze fry 十 TG,g) ~ 4k 十 3’ 


则 JP) = g (z). A a;(j — 1,2,3,4) O9 P 与 
g^? G) 的 CM 公共 值 : 则 f(z) m g? G). 
本 节 的 结果 可 参看 杨 乐 "*"*. 


$3.3 重 值 与 唯一 性 


3.3.1 亚 纯 函数 的 重 值 与 唯一 性 


1986 Æ, ROE 应 用 杨 乐 方法 , 改进 了 Gopalakrishna- 
Bhoosnurmath'! 的 有 关 结 果 , 证 明了 下 述 
定理 3.15 R/O Bg GO 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a,(i — 1,2， 
sp 为 9 个 判别 的 复数 .(j 二 1,2, 为 正 整数 或 =, 且 满 
E 
ki 之 2 oo IAE. (3. 3.1) 
如 果 
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E, plap N) 一 E, (a; g) G = ],2,” g), (3. 3. 2) 
且 


> ELI (3. 3. 3) 


则 f(z) = giz). 
证 ， 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 aj(i — 1,2, 均 为 有 穷 , 否 则 
只 需 进行 一 次 变换 即 可 . 由 引 理 3. 5 即 得 


9 1 e k; wW cd GE 
iyu > Eprpre « 2i Ed 107-3 


+S f). (3.3. 4) 
由 (3. 3.1» 得 
k ~ "n ka 1 
IST LI F 3 


再 由 (3. 3. ui 


. k i c E. 
| > k +1 E- Taa < k i 278» Um 2] 
[o kh du 
titi le | 


oke 24 T 
Eid / "Tru 
į ki EIC 
于 是 
六 Li ki 2k E - P 
Izd EX 2|TG D < 112; [7-5] 


+ S(tr,/). (3. 3.5) 
fn f(e)z5 &(z), 由 (3.3.2) 得 


Kir, ÁO x NG p 1-2 
TG.) -TG,g)-c OO). 
再 由 (3. 3.5) 得 
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p3 rH +F -2|TG. XE t Tes + T(r,g)) 


rer: +1 

T SG,f. (3.3. 6) 
同 理 可 得 
oh k 2k. _ ,| 


D3 ue ?Too «E34 TO TG 


+ Slr,g). (3. 3. 7) 
合 (3.3.6),(3. 3. D 即 得 


[| gp cab mou e Teu» So D Son. 


(3. 3. 8) 

由 (3. 3. 3). $10, (3. 3. 8D 不 能 成 立 . 这 个 矛盾 证 明了 f(x) 二 ge). 

由 定理 3. 15 ,容易 得 出 下 述 

X. Ee 与 g(x) 为 非常 数 亚 纯 画 数 ,ai — 1,279 
为 9g 个 判别 的 复数 ,k,(i 一 1,2,…9) 为 正 整 数 或 co, 旦 满足 
(3.3. 1D) 5(3. 3. 25. 

O 如 果 9 一 ?7， 则 f(x) 三 g(xz). 

GD ”如 果 g = 二 6， Z2, W A) zm ge). 

GD 如果 9 一 5， k3, k S2, 则 f(z) 三 g(z). 

Gv) 如 果 9 一 5， k4, WI f(z) 三 g(z). 

(vy)” 如果 g 二 5， k5, k 3, 则 f(z) 三 gg(z)， 

(vi) 如 果 9 一 5， ks 2> 6， & 2, W f) = gl). 


3.3.2 ”特征 函数 的 比较 


H. Ueda^? 用 例子 证 实 了 定理 3. 15 中 条 件 (3. 3. 3) 是 必要 的 ， 
34 (3. 3. 3) 不 成 立时 ,我 们 可 以 考虑 两 个 亚 纯 函数 特征 函数 的 比 
较 问 题 . 我 们 有 下 述 
定理 3.46 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(j = 1,2， 
9 为 g 个 判别 的 复数 ,(f — 1,2,…,9) AEWRE o, HW 
EG. 3.1),{3. 3.2). 如果 
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EPI NEEDS (3. 3. 9) 

则 TG, -0TG.a)D G€ E), (3. 3. 10) 

TG,g)—O(Q(CTG,fP) (人 E). (3. 3. 11) 

证 ， 与 定理 3.15 的 证 明 类 似 ,我 们 也 可 得 到 (3. 3. 50. 由 
(3. 3. 2) 即 可 得 


SUN G7 


j=l 


= PROPETA 
nm s 4 OO). (3. 3.12) 
Mu 3. 5),(3. 3.92, (3. 3. 12) 即 可 得 到 | 
Tir, 门 一 OOTIr,g)) ré EX 
同 理 可 得 
TG.g)-—-O(TG,f) (r& E. 
由 定理 3. 16, 容 易 得 到 下 述 
R. 设 f(z) 与 g(z) ERREAK. aG — 1, 2 eg) 
Ag TAIRG 一 1,2, D WERA R cc, HW E 
(3.3.4 (3. 3. 2). 
G) WR qg = 5, Hj (3.3.100.(3. 3. 1D 成 立 . 
GD WR qg = 4, k> 2, MI (3.3.10. (3. 3. 112 R. 
Gi) 如 果 g —3, 24. RJ (3. 3.100. (3. 3. 11) 成 立 . 
Gv) 如 果 g = 3,&s 23,5, 22 2.0] (3. 3. 100, (3. 3. 1D 成 立 . 
我 们 还 有 下 述 
定理 3.17 BQ) Sgae) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,a;(j — 1,2, 
e 为 9 个 判别 的 复数 ,8,(j — 1,2,-…,9) 为 正 整数 或 c, 且 满 
足 (3.3. D,(03. 3. 2. 如果 /GO Ege), H 
o: E: Q7 (3. 3. 13) 
W| ©  TG.D--T(G.g)4dSQG.g). 
Teed) — Tir, P + Sir, f). 


ü) DNF m DG sS, 
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XN Gr 
证 . 由 (3. 3.5), (3. 8. s 
TNL XN. Tus az) tse. (3.3. 14) 
因为 rz) Y gCO. BIG. 3.2 得 
QE AES Ne 41-2 
«TG, -rTG.g)4- 00). 


E ) —2TG,.g Sir.) 
i 


(3. 3. 15) 
B (3. 3. 142, (3. 3. 15) BD 48 
Tr P LTr, g) +SS). (3.3.16) 
同 理 可 得 
TG.g) «TG. + SG,g. (3.3. 17) 


Bi (3. 3.16), (3. 3. 17). 即 得 (i). 再 由 (3. 3. 142, (3. 3.15) BD 8 
2T Gr.) < XN col. IKTA ESED). 


i=l 
辣 理 可 得 
Tr) < PN, (Cz «ITCan + Sap. 


由 此 即 得 (ii). 
由 定理 3. 17 ,容易 得 到 下 述 
X. 设 7Jz) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,ai(G1 一 1,2,3,4) 为 
其 四 个 判别 的 IM 公共 值 ,如果 f(z) $5 g GO RU 
G TO — Tig) Stir, 
Térvg) = = Tir, D+ Sir, f). 
di) MNOg = 2T G, f£ + SG. 


j=l 


33.3 具有 亏 值 的 情况 


H. Ueda? 考虑 了 当 定 理 3. 15 中 条 件 (3. 3. 3) 不 成 立 , 而 函数 
具有 亏 值 时 的 唯一 性 问题 . H. Ueda WER T FIÈ 


gmp 
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3383.18 R/O 5 g GO ABB ls a; G= 1,2, 
q) 为 9 ERES P RUTAS 一 b2,-5) 为 正 整 数 或 oo, HME 
(3. 3. 1), (3. 3. 2). 


. $. 0k, ky 
(1) 如 果 人 e i 且 


E : D imin (à, D 0G, 41 24 E 一 > rH 
则 f(z) = g (2), 
" d | ki 
Gid 如果 Srg 279 H 
zu < F max {Ca f) Gs) >0, 
则 f) = gl). 
AERO” 改进 了 定理 3.18 ,证 明了 下 述 
定理 3.19 Ub / GO 与 户 (=) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,a;(j = 1， 
2，…9) 为 9 个 判别 的 复数 ,名 (7 一 1,2,… 0 为 正 整 数 或 oo, 且 
满足 (3. 3.1) 及 
E,.(a.f) = Epa, f. Q-—1.2,,9). — (3.3.18 


再 设 

— (a f + bas fi) SQ èla fd) 4. 

Ax. zs EG TOS T G = 1,2). 
如 果 
, Oh À 

min{A A} > 2 2 pii (3. 3. 19) 
及 

max{Ai,As} 六 2-- S? Lu (3. 3. 20) 

j=3 f 


刚 filz) = filz). | 
证 ， 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 2;(i 一 1,2,…,g) 均 为 有 穷 ,否则 
只 需 进 行 一 次 变换 就 可 以 了 . 由 引 理 3. 5 即 得 


i Àj oL 1 
(g DTi, COLIN, (GI —— 
g DTE MEO 
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4 3 » 二 IN z) HSCA). 


jml 


再 由 (3. 3.1) 得 
4 
(q — DYT, fD < EM, ra d. ) 
E j=l d 


2 
y LÀ PEN i 
1 2:613 Rp A ca) 


二 二) 十 SC 


山 
D 


, 2k i k; 
CA, t ARSE] 十 >) ic— — DT 


b, d 1 
Erian F Tp SCr,f). (ci 


如 果 f(z) (<) ,由 13. 3. 20) 得 


3 


LN oroz ^xDNG, pl 


Jer 


Su 
m TG,.f)-TGG.f)-rod1). 


再 由 (3. 3. 21) 得 
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4 k. 
c gH 2 pd-2sne 


<z 4 1 
由 (3. 3.195, (3. 3. 22) 得 
Tf) «TG, f) SG,.f). 
同 理 可 得 


Gh RH utin tic DT fa) 


< T(r,f) +S, Sa) 


k 21 


ES 


TG .f < Tlr, fd) + SG, f. 
结合 (3. 3. 222, (3. 3. 25) 即 得 


CA, 十 > TOD) « Sfi). 


TG. fi + SG, f). 


à +I 
结合 (3. 3. 23)， " 3. "i 即 得 
CA, 十 ^j 二 m DTD < Sr fa). 


(3. 3. 22) 


(3.3. 23) 


(3. 3. 24) 


(3. 3. 25) 


(3. 3. 26) 


(3. 3. 27) 


由 (3. 3. 20) 知 ， (3.3. 26) 与 (3. 3. 272 中 至 少 有 一 个 是 矛盾 不 等 


A. 于 是 Ae) = fi). 


显然 定理 3.15,3.16 均 为 定理 3.19 的 简单 推论 . 由 定理 


3. 19 ,容易 得 到 下 述 


R WE /GO 5 gGO HERRE, a G — 1,2 059 


为 ?个 判别 的 复数 . 
Q 如果 g=6， H 


Ey (aj, = E,, (2a;,8) (j= 1,2,… :6) 


ê 
S maxila f) Sla g) } > 0, 


j71 
WO fæ = ge). 
(i) 如果 9 一 5， H 
Enla D = Ealag) G= L2, 
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5) 


max ((a,. f) 3(2,.8)) > 0, 


j-1 
则 f(z) = gle), 
Gi) fn 4 二 5 县 . 
E, (aj f) = EÉstaj.g) (了 一 1 2 5) 
Sy min(e ta f) 6a,g)) 21, 
j=l 


Smart iana] >i, 

则 F = gle). 

A SUR TFIBI—TZ5IFE.SGEQISIA—TES. 

定义 3.2 foo 汉 开 平面 上 的 非常 数 亚 纯 通 数 ,a 为 性 - - 
复数 . 定义 a 对 于 了 f(z) H Valiron 5 f GE fs Fry Valiron 5R) 为 

cep p Nep 

AG D lm—RE--1-lim-—RL$ 
容易 看 出 0 所 360,0: AG x1. 

定义 3.3 复数 a 称 为 亚 纯 函 数 Si) 的 Valiron 52 (& EE 
Valiron 5# Ala. J) 250 

我 们 以 后 将 应 用 下 述 引 理 . 

引 理 3.7 设 f(z) 为 4 级 整 钞 数 ,其 零点 均 为 负数 ,如 果 方 志 
As 1. RI AQ, Z1 sinza, 

3| 88 3. 6 的 证 明 可 参看 D. F. Shea", 

对 有 穷 级 亚 纯 函数 LL BERI CU rut f H. Ueda 的 一 个 结果 ， 
证 明了 

定理 3.20 3 / G0 3 G0 为 有 穷 级 趣 越 亚 纯 函 数 ,a,( 一 
1,2,…)9) 为 9 个 判别 的 复数 ,外 (7 = 1.2. 为 正 整数 或 co， 
He C3. 3.1) 及 (3. 3. 38). 再 设 


A(Ga, f) 十 AG 
kl 


B, 一 
如 果 


十 5 G = 1,2). 
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g kh 
p» re (3. 3. 28) 


P$ 


及 
maxíB,,B,) > 0, (3. 3. 29) 
A Ae) = fe). 
证 ， 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 aj(j = 1,2,…,9) 均 为 有 穷 . 与 定 
理 3. 16 的 证 明 类 似 ， iiia 


1 
(q — DTG. <E i PM E ) 


— d, 


2 
+ RIANNGGg—»9 


ict 1e f-—a; 
4 1 , 
tcd" C a) tSS. 


(3. 3. 30) 
如 果 AG) fil), He. 3.189 得 


XT D. 
zu dE T «NG y 
E TG, f) 2 TG. fa) 十 OC1). 
再 由 (3. 3. 30) 得 
( — DTG.f0 € gH TG A) HTE) 


1 « 1 
十 Du C ) 


v ope. 
* 2; x: prj ex a) t SG). 


(3. 3. 31) 
同 理 可 得 
《9 —- DT (Gr. f. < Ki dis 1 (TG, f» T TG,f) 
tz 3e y 
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十 > E Ne a) + Se). 
(3. 3. 32) 
if (3.3. 31) , (3. 5 32) 即 得 
H, DETA 


iwl 


(q—2— 4 


+ Str. fo SG) 
Ac ear ET 
人 2; Ed us DTS). (3. 3. 33) 
T (3. 3. 28) 得 


2h 2 S1 
ROICURGUA ETE 


再 由 (3. 3. 33) 即 得 B1 = B, —0.3X 55 (3.3. 20 38. Té Ae 
= fx). 
由 定理 3. 20 ,容易 得 到 下 述 
X. RIG) 与 gtz) 为 有 穷 级 超越 亚 纯 函 数 ,ajiG — 1,2, 
5) 为 9 个 判别 的 复数 . 
G) Si q=6, H 
Enla f) = En lag) (12.756, 
Ym ax Ala f) Alang) > 0, 
RO Fio =gh). 
GD ”如果 gq—5. B 
Esla, D = Es(asg) G= L2.,5) 


pega 


ri 


5 
Smax (CA (G2, f) |AACa g2) 2» 0, 


4-21 


则 f(z) = gi». 
与 $3.3.2 类 似 , 我 们 也 可 考虑 在 定理 3.19 中 (3. 3.19), 
(3. 3. 20) 不 成 立时 ,两 个 亚 纯 冰 数 特征 函数 的 比较 问题 ,我 们 也 
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可 得 到 与 定理 3. 16,3. 17 相 类 似 的 结论 AEREA. 
3.3.4 BRAH 


应 用 证 明定 理 3.15 的 方法 ,可 以 证 明 下 述 


定理 3. 21 设 AGO 5 g GO HERRED aC — 1,2, 
a) 为 ?个 判别 的 有 穷 复 数 . 6,G — 1,220 为 正 整 数 或 oo ELS 
ROGO.3. D 与 (3. 3. 2). 如 果 
k; Y 
2 EET (3. 3.34) 
Wo f(z) = g2). 


证 . Pa 于 (3. 3. 5) 的 推导 ,我 们 有 
2h. 
zh dh 


TUS 1| T6. 


k ee 1 
PRI N f. 
<5 Tlu Nt 人 


(3. 3. 35) 
如 果 f(z) 天 g(z), 类 似 于 (3. 3. 6),(3. 3. D 的 推导 ,我 们 有 
i L m m _ 2k, : 1 
| 之 rj ex I =T f) 
k, 
« E Z ie TTG. HSC (3. 3. 36) 
及 
UN ki iy 
Apar uri rea 
世人 主人 十 Te 十 SGr8) (3.3.37) 
合 (3. 3. 36),(3. 3. 37) 即 得 


2 Tep TTG)» 
«SO. Jd Sig (3.3. 38) 


由 (3. 3. 34) 40, (3.8. 38) 不 能 成 立 . 3X POP JÉHEBRH T f(z) m 
glz). 


由 定理 3. 21 ,容易 得 到 下 述 
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c. HSO 与 g(z) AERE ISTE a 0G 一 1,2， 323) 为 
4 个 判别 的 有 穷 复 数 . 

O Wm gq=5, 则 f(z) 三 g(z)， 

GD WR g-—4,.5,22. WI f(z) 75 ge). 

应 用 证 明定 理 3.19 的 方法 ,可 以 证 明 下 述 

定理 3.22 设 f(z) Hag GO 为 非常 数 整 函数 ,a;(j = 1,2,3， 
4) 为 四 个 判别 的 有 穷 复数 k k 为 正 整 数 或 cc HME 

ki 上 > 二 上 二 
及 
E,, (aj, SS Esajrg) (j = 1.2.3.4). 
如 果 
> max ita, f) ,9(2,.2)) 0, 


R| Fe) git 
由 定理 3. 22, 即 可 得 到 下 述 
Ro 设 f(z) 与 g(x) 为 非常 数 整 函数 ,a;(j 二 1,2,3,4) 为 四 
个 判别 的 有 穷 复 数 . 如 果 
Enla, f) = Eplapg) G= 1,2,34), 


S max{ð la, /2,8(2,,g)) > 0. 


则 f(z) = gz). 
应 用 证 明定 理 3. 20 的 方法 ,可 以 证 明 下 述 
定理 3.23 设 f(z) S5 g GO 为 有 穷 级 超越 整 函数 ,aijG7 — 1, 
2,3,4) 为 四 个 判别 的 有 穷 复 数 . 如 果 
Estap D = Evlag) (j= 1,2,3,4), 


4 
2jmaxiA (a, 2 Aa g)) m0, 
则 f go. 
H., Ueda'? 证 明了 下 还 


定理 3.24 B/C) gra) 为 超越 整 函 数 , 其 级 4(7) 5jAGD 
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BEAT as = 1,2,3,4) 为 四 个 判别 的 有 穷 复数 ,使 得 


Eple, f) = Elang) G —1,2,3,4). (3. 3. 39) 
PE f 一 a, BTE x1 Jo HUC REAA 23 W f(z) 
= gí(z). 
证 . 首先 证 明 AC 一 AD. 
由 (3. 3. 35) 得 


4 
TG. SGAN Cr 
再 由 (3. 3. 39) 得 
TG, < i Niep IPSP 


«iren 十 T(r,8) + Gf). 


于 是 
Tr) —TGr,g) + Sr, f). 

下 由 定理 1.19 即 得 

AN x& àle). 
同 理 可 得 

Alg) x AC). 
这 就 证 明 ADO — Alg). 
设 PO X fi) 一 2 的 非 零 零点 的 典型 乘积 . 

FG) a = cuz! db cuum H o (0 天 0)， 


f()—a 
z' P) " 
Jt] F GO 2S SEPRUEL E 0 为 其 Picard 人 饼 外 值 . 故 
Fiz) 一 es， 
其 中 AGO DERS. 于 是 
fiz) — a, = z*P(zye*. (3. 3. 40) 
设 f(z) 一 ai 的 零点 收 伍 指数 为 说 ,由 定理 3. 22 的 假设 知 ,p， 
«oo, 再 设 PG) 的 级 为 6. 由 定理 2.3 知 ,po 一 由 到 co. 设 户 为 典 
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FG) = 


型 乘积 POCO 的 亏 格 . 则 有 
PAISES. (3. 3. 41) 
我 们 区 分 四 种 情形 . 
D BERA) 9. 
由 (3. 3. 40) 知 ,e'? 的 级 ACe') 与 下 级 n GP) 均 为 co. 再 由 定理 
1.17 知 f (0 88 FER CÓ — co. HE o «GOD. BERE RERE 1. 18 知 ， 


TG,P) — o(T (ir, f)), G 一 co). (3. 3. 42) 
由 (3. 3. 40) 知 
1 L 
N, Lt! xz klogr 十 NG p) 


s TG,P)--Aogr--FO(QOD. — (3.3.43) 

fd & (3.3. 422, (3. 3. 4322 即 得 (ai,f) — 1. 由 定理 3.22 即 得 
Jœ) = g(z). 

2) 假设 1<) <æ, H pL 

设 g 为 f(z) 的 亏 格 ,由 有 穷 级 整 消 数 亏 格 的 定义 ,显然 有 gg 
2 pl ERI) 一 a 的 零点 均 为 负数 ,由 引 理 2.5 知 .6(a,， 
f£) 0.8 L HE 8 3.22 即 得 f(x) = g(z). 

3) RE 1< <æ, H p=0. 

& (3. 3.41) 知 ,Pp s; P d-1— APO 的 级 2 二 1. 再 由 
(3. 3. 40) 得 

ue) m AGI) m ACP). 
由 定理 1.17 知 ， KN = ACÓO 2 1. 再 由 定理 1.18 知 
TG,P) 一 or 门 ) Cr 一 ce). 

与 情形 1) 类 似 , 我 们 也 有 la — 1. 由 定理 3.22 即 得 f(z) m 
g(z). 

D BBE aisi 

由 引 理 3. 7 得 

AQ 门 之 1 一 sinraACp) > 0. 

由 定理 3.23 即 得 ”f(z) =g). 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 能 庆 来 " 2， 杨 乐 "”， 
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Gopalakrishna-Bhoosnurmath 2 , 0r Eg $09, Bi; £5 uU ,Uedac2 ， 
E3:-] s ABE [X Begg 0m, 


83.4 亚 纯 函 数 族 -ee 的 唯一 性 


3.4.1 FARK r. 


我 们 以 F 表示 满足 条 件 = ôl) = 1 的 开平 面 肉 非常 
数 亚 纯 函数 族 , 显 然 多 中 的 阔 数 均 为 超越 亚 纯 函 数 , 对 于 亚 纯 本 
数 族 G0 的 唯一 性 问题 ,先后 被 能 庆 来 "2 , 杨 乐 呈 , WERY, 
Gopalakrishna-Bhoosnurmath''^2, (y HE gr 99? 所 研究 . A E REO 
证 明了 

定理 3.25 设 a,(j 二 1,2,3) 与 5( 二 1,2,3) 为 两 组 有 穷 异 
于 0 的 复数 旦 在 同 组 内 互 为 判别 ,对 于 多 中 任 一 亚 纯 画 数 f(z)， 
Std E, (2,7) = 1,2,3) R En, / 9) G= 1,2,3) 唯一 确 
Æ. ， 

我 们 以 : 表示 渍 足 条 件 8(0) = 8B(oo) = 1 的 开平 面 内 非常 
数 亚 纯 裔 数 族 , 显 然 .% 中 的 函数 均 为 超越 亚 纯 函数 . 注意 到 对 任 
3E AE BRÉC A (PE O0 600,5) x: 800,0 所 1 及 0 所 6(c0,h) 
« 8(oo 4) xc 1. EJ, 9^ FEARR T: 0€. BI S7 Og 01 H3 
一 个 子 族 . KEA 研究 了 亚 纯 函 数 0€ 的 唯一 性 问题 ,证 明了 

定理 3.26 Ha =1,2,3 Jb =1,2,3) 为 两 组 有 穷 异 
于 0 的 复数 且 在 同 组 内 互 为 判别 ,对 于 0€ rm EM BB FG ,完全 
H Enla DOG = 12,32 XE, G9) Cj = 1,2,8) 唯一 确定 . 

我 们 以 -oz 表示 满足 下 述 条 件 的 开平 面 内 非常 数 亚 纯 函 数 
M. 

d fG)eo NGA) No do Soo. BR m 


ROUES ROSE DA EUR E PEE C. 注意 到 , RA GO € 0€. WA NGA) 
TENGO =T Boll Nod) Ni d) = S609. 
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AME ! 


因此 .2 中 的 亚 纯 函 数 都 属于 oen BD 04 为 -wf 的 一 个 子 族 .本 节 
主要 研究 亚 纯 葡 数 族 -ez 的 唯一 性 问题 ,所 得 结果 对 亚 纯 薄 数 族 
多 SEARA 都 成 立 .我 们 首先 来 研究 亚 纯 函 数 族 -ew F R 
数 的 性 质 . 

引 理 3.8 X5 f(z) € ow ,为 正 整 数 , 则 


f? 

a) TG.) x Sir, P), 
cii) T(r,f^» mx T(r,f) 十 Sir, f. 
Gi) JP Cz) E x. 
XE. 由 sx) EH 

Nep) =S, H, Ne, ND = S00,7). 

显然 有 

Ck) (R3 (k) 

TG. T) = No, 万， 十 ni T) 


SAREN No 3) $0. 
= Sír, f). 
这 就 证 明了 (i). 
注意 到 
TG, f» «Tc. TTG 
«TG. D HSP), 
TG.) & TG £9) E TG A) 


mic ^h Je 
= Tur, + Tos TOO) 
— Tir, P?) + SG, 
于 是 Treo) — Tir. f£) 二 Sr 门 . 这 就 证 明了 (ii)， 
显然 有 
Ne, f =N, N = SC,N) = Sr,f™), 


NGA) <Ne Ao + Nido 
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S(r, f) = Sir, f?). 
因此 
入 Ore) 十 NGA) = Sr, f. 
这 就 证 明了 Gii). 
引 理 3.9 车 flz),g(z) € a, H f" G) =g”), Hip 
为 正 整数 , 则 Fo m eG. 
证 . 假设 /(zx) 闫 gtz). 由 f(z) = gl) 得 
Í) = glz) + p), 
KP BGO RREY è -- 1 次 的 多 项 式 , 且 pe) x o. 
因 A) ARRETE £t Ye od 
T(r.p: — Sr, D 
县 
Tego = Tr, N HSN. 
由 第 二 基本 定理 的 …- 个 推广 (定理 1. 36) 有 
TG. No) No y 4 Noe, pi) +SP) 


ANGIE Noh) 4- NG, 2) TSG.b 


这 是 不 可 能 的 . SUP REET f(z) = RD. 
引 理 3. 10 若 d e € ,a JE — R8 RERA, 
NyG, e. D STEN HSE, f (3.4.1) 
证 . 由 第 一 基本 定理 得 


TED «NO ENG ENG. P ESES) 


)— Sirf). 
由 (3. 2. 2) 得 


NG, LEN, ry Dc iTG.D OQ). 


1l 
f—a 
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于 是 
TD <Ne FE) HATED ESON). 


由 些 即 可 得 到 
TG.) «N, arms z) + Sirf). (3. 4. 2) 


显然 有 


Ns. gi LTE, N 十 Ot1). (3. 4. 3) 


WRG 2), 3.4. 3) BRG- 4. 1D. 
3.4.2 三 单 重 值 点 集 定 理 


显然 定理 3.25 EER 3. 26 的 一 个 简单 推论 ,定理 3. 26 又 是 
下 述 定 理 的 一 个 简单 推论 . 

定理 3.27 — Wa, — 1,2,3) 与 6)(j 二 1,2,3) 为 两 组 有 穷 异 
于 0 的 复数 且 在 同 组 内 互 为 判别 . 对 于 .wx 中 任 一 函数 f(z) ,完全 
Ei Eis Go 12:0 BK Enh PG = 1,2,3) 唯一 确定 . 

证 . 首先 证 明 ,对 十 ox 中 任 一 请 数 f(z) ;完全 由 ES, 
AG 1.2,3) 唯一 确定 . 

假设 不 然 , 设 存在 两 个 亚 纯 函 数 f(z),g (x) € ox ELE 

Et; -= Byung), (j= 1,2,3), (3.4.4) 

但 f(x) gGGO. 1H3 Ex 3. 10 得 


3T Cr, f) -— DN. Ge 2j -+ Sir, f). (3. 4. 5) 
B (G3. 4. 42 得 
vx ERN E i 
> aene ES Y umm. 
ST, N HTO, g) +00). 


Ed 


再 由 (3.4. 5) 得 


STO, P ETEND AHTra) Sc,p. (3. 4. 6) 
同 理 可 得 
3TG.g) AT, HTO, g) + SCr,g). (3.4. 7) 
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$8 (3.4.6), (3. 4. 7) 即 得 
TG, f) 4 TG.) «Si. SG,g). 

这 是 一 个 矛盾 ， 

最 后 证 明 , 对 于 .er 中 任 一 函数 f(z) ,完全 由 ES (GA) G 
= 1,2,3) 唯一 确定 . 

假设 不 然 , 设 存在 两 个 亚 纯 函数 e) g) € ox ,满足 

Epp f = Eng (—1,2,3) 

但 了 (lz) É giz). H3 3. 8 40, OOL € c. A A E 
JP (2) = g" GO. 再 由 引 理 3.8 知 f(z) e glia). 这 也 是 一 个 矛 
5. 

使 用 与 证 明定 理 3. 27 类 做 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 下 述 

定理 3.27' 设 aj(j 一 1,2,3) 与 6;(f 二 1,2,3) 为 两 组 有 穷 
异 于 0 的 复数 且 在 同 组 内 互 为 判别 ,NG = 1,2,3) 5 eG 1,2, 
3) 为 正 整数 或 =. 对 于 -ex BE RRS C), EEA Ep (s D G 
= 1,2,3) R E, fO) G — 1,2,3) 唯一 确定 . 

由 定理 3.27 , 即 得 下 述 

X. — 设 aj(j 二 1,2,3) 与 6,(j 二 1,2,3) 为 两 组 有 穷 异 于 0 的 
复数 , 且 在 同 组 内 互 为 判别 . 对 于 .ez pE RA f(z) ,完全 由 
Ela f) G 2: 1,2,3) R EG, JDG 二 1,2,3) 唯一 确定 . 

设 f(z) = e, giz) = e7, a = l, as 二 一 1， 容易 验证 ， 
fej g) € x. His 

Eblan D = Ey(as,g) (jo 1,2). 

但 fz) 3€ g GO. 3X IP GE SE RE PEL 3.27 及 系 要 求 三 单 重 值 点 集 
相同 是 必要 的 . 


3.4.3 一 单 重 值 点 集 定理 


(UBER UO 改进 了 定理 3. 26, 证 明了 
定理 3.28 设 f(x),g(z)€ ,a,b 为 有 穷 异 于 零 的 复数 ,不 
为 正 整 数 . 
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(D 车 ElaN = Eg) i f(z) 三 g(z) 或 f(z) 
* g(z) £z af. 

GD 车 E, f) = Ey(,8g?)0, W fi = g) 或 
fE) egalh) 三 8 

由 定理 3. 28 即 可 得 出 下 述 

X. B aia bh, 为 有 穷 异 于 零 的 复数 , 且 满 足 asa, 
b; sb, 对 于 EC 中 任 一 隆 数 f(z) ,完全 由 Ey, (aj, DG 一 1,2) 或 
En JOG = 1,2) 唯一 确定 . 

显然 定理 3.25,3. 26 均 为 定理 3. 28 及 其 系 的 简单 推论 . 使 用 
与 证 明定 理 3. 28 类 似 的 证 明 方 法 ,我 们 可 以 证 明 下 述 定理 , 它 是 
定理 3. 28 的 推广 ， 

定理 3.29 设 f(z),g(z) € ox a,b ABSIT ONEM. k 
为 正 整 数 . 

G) 39 Ela, N = Êg) Wi fo = ge) 或 f(z)， 
gz) = a’. 

GD 车 Ej0,/9) = Ey Q(,g?), W f(x) = g(z) X 
JE -:g"(a)mb, 

证 . ”首先 证 明 (). H Eo (2, — Es (2.8) 得 


NGC. XJ; 
a 
由 引 理 3. 10 得 
N, ius D STED HSE P), 


d: cu 1 
ree I Nw Us 


Nuus a pm TG,g)-45SG,h. 


于 是 
TG.g)- TG,D 0S, f, (3. 4. 8) 


Narigi) = Sr, f), 


' l 
Nets = 


2 —SCr,g). 
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_ f —a ND 
AG) = PESE. (3.4.9) 


SERA GO 的 零点 与 极点 是 由 f(z) — a 5 go) 一 a 的 不 同 极点 与 
零点 所 组 成 .因而 


NG, h) LKN, f) Ft Na zT SG, f), (3. 4. 10) 
Na. « Neg) 3ms d -—S,.D. 
(3.4.11) 


TG) & TG.) TG) +00) 
x 2T(r.f) t SG... 
& h= if, n- f= bhg 由 (3.4.8) 得 


3 


Df 二 1. 由 (3.4.8),(3.4.10),(3.4.11) 得 


j= 


| Ni. Jg? + Nr,f) = SeN. 


j=j 


使 用 与 证 明定 理 1. 56 2S (Qu 7r RRT S1 RAS. 

ip f,- 1.8 (.4.90 得 f(z) 三 g(x). WR 三 1, 由 
(3.4.9) 得 f(z) * g GO 三 a7, 这 就 证 明了 (0). 下 面 证 明 (ii). 

由 引 理 3.8 4n." Go.g "^ G) € o. 应 用 6) 的 结论 , 则 有 
f (G) gU (s gk Go) gP?()m buf )Po)mg?G)H 
引 理 3.9 得 .f(z) = gGo. 这 就 证 明了 (fii). 

d REB 3. 29, 即 得 下 述 

E. 设 ai 50; 05,0, ADHSIEXTYCEBEX, 且 满 足 a Æ ay, 
bj sb, F mE EXE GOES mE GG /G—1,2) 或 
Ey (G,, JPG = 1,2) 唯一 确定 . 

显然 定理 3.27 是 定理 3.29 及 其 系 的 简单 推论 , 使 用 与 证 明 
定理 3. 29 类 似 的 证 明 方 法 ,可 以 证 明 下 述 

定理 3.30 设 f(z),g(z) € .8 ,a,5 为 有 穷 异 于 0 的 复数 , 
为 正 整数 . 


* 220* 


(i) 3baW fCO 5 g GO 的 IM 公共 值 , 则 f(z) 三 g (xz) 或 
f) -gGD zat. 

GO Zb fF? G0 5 g? GO AIMAR DUI G0 m g GO 
RSP) .ge æ) S2 


G. Brosch'? 证 明了 下 述 
定理 3.31 设 f(z),g(z) € .H 
Ea Ny. 1 


e TGA Tou a (3. 4.12) 


Hj f(z) 三 g(x) Raega 
HE. 由 引 理 3.7 8, f'l) g e) € ox C 


Nop) = Str... 


A el 
Nsg) = S(r,g). 


再 由 引 理 3.9 得 
Nargi = $04, 
Nate busy = Slr,g). 
g—1 
设 
a 
A^ UTE P g 247 一 1 g Fm D (3. 4. 13) 


in /AGÉO. 设 zo 为 /(z) 一 1 的 单 重 零点 ,也 是 glz) 一 1 的 单 

重 零点 . 设 在 = — zo 附近 
f—1-ay(G--2J)-- a, — zo)? T, (a Æ 0), 
g-—l-—&^- 2o) + balz —nX-T:-. (b, Æ 0). 


则 
a 
是 m E x 
g 2 zi puc ra zo) + d; (z — z)? 十 

于 是 
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A 一 Cn — diez nes zo) 十 (cs — d;)(z -— z)? Te. 
Bp Zo 必 为 A^ 的 零点 ， 因此 


TD < Nr, 大 ) + SGO + SG) 


TGA HS, J) + Srg) 
ANTCA) S.T Sig 
«No. 7 p-NenDENGI p-Men 
4 Sir A) + Slr,g) 
STO, D HTO, g) —2N,r,1) 
+ Sir, f) + Srg). 


t 
IN r D s TG. AHTO) + SG) T SG. 
这 就 导出 


z Nolr,1) i 
Es TG.D a TORO S3 


这 与 (3. 4.122 矛盾 . TEA SO 由 (3. 4.130 得 
I -pE 5 M. (3.4.14) 
(3. 4. 140. 左右 两 端 积分 两 次 得 
7+ = ET ce (3. 4. 15) 
其 中 eGe0 ,cs 为 常数 .由 (3.4.15) 知 ,1 为 f(z) 与 g(z) 的 CM 
公共 值 ,再 由 定理 3. 30 得 f(z) 三 g(x) EX / GO * g GO zm 1. 
定理 3. 31 中 条 件 (3. 4. 12) 是 必要 的 ,常数 三 是 最 好 可 能 . 例 
如 , 设 G)-eUt.gG) = e, 则 f(z),g(z) E oz, 且 


1 


NCr,1) d NGF 1 


容易 看 出 


=T, N + SrA). 


T(G,g) = 2T Gr, f). 
于 是 
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lim N,G,1) 
mo TG,f) 4- TGr,g) 


但 f(z) 关 gC(z), 且 f(z) ga) Æl. 

设 GU = 1,2,…5,9) 为 g 个 非常 数 亚 纯 函数 ,我们 以 
Norl fifo) 表示 万 (z) 19 15,2,7,9 的 公共 零点 
的 计数 函数 ,每 个 零点 仅 计 一 次 . 

Jank-Terglane 证 明了 | 

定理 3.32 设 f(z),g(z),h(z)E€ .9 如果 f(z),g(2),h(z) 
互 为 判别 , 则 i 
Sa = Toy EP do < i (3. 4. 16) 


"在 
WE. ”与 定理 3. 31 的 证 明 类 似 ,可 以 得 到 
NG.30 = SO DN) = Sep. No) = SCA, 


及 


1 
T 


1 i 


Noi pi 1) = Sir, f), Nery p = Str,g), 
NaG. 3) =S 0h). 
设 
Am (万 -2 e 5 和 1) 
As m y Tae ED T ey 2 mp. 


A = fur -2.4 p a s 
MEA 天 0, 与 定理 3.31 的 证 明 类 似 RITA 
3N,G,1 fg) xzTir.f) 十 Tir,g) 十 Slr, f) + S(r.g). 


注意 到 Nir, l, fgh) <N fg). 
故 
3N,G,1, figh) x To.f c-TG,g) 十 SG, f) 十 SCr,g). 


(3. 4. 17) 
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同 理 , 如 果 A. S50. 则 有 
3N.,G,1l, fg) «T rsg) H- TG. A) + Sirge) + SCr, A). 
(3. 4. 18) 
如 果 A #0, WA 
3N rL Ssg A ETOR ATO 十 SGr d Sef) 
(3. 4. 19) 
我 们 讨论 下 述 三 种 情况 . 
D 假设 A Æ0, As 和 关 0，A 人 :天 0 由 (3.4.17)， 
(3. 4.18), (3. 4. 19) 得 
9N G1, fog, ho) x 2T O,S) + 2T G.g) + 2T (r,h) 
cT SG. + Sarg) + Srk). 
于 是 
7 魏 £ < i. 
2) RE A 三 0, 73509. 八 ; 关 0. 由 人 和信; 三 0, 与 定理 
3. 31 的 证 明 类 似 ,我们 可 以 得 到 f(z) 二 g(z) 或 f(z) g(x) 二 1. 
由 定理 3.32 的 条 件 知 ,ftz) ge). 故 f(z)*，g(z) — 1. 因此 
TG.g)-—TGG,fP)-4 O2. 
如 果 ONG. = Sir H SG d SG). 显然 有 
c-oc i. 下 面 假设 
Nr. fug x SG M Sr pg) + S(r,h). 
注意 到 
Ferf «x Nc. <T, f) +00). 
(3. 4. 20) 
由 (3. 4. 18), (3. 4. 20) 得 
N.Gr. l fg.) »" 
Tr, + Tae) TG) 
<= Nlr,1,f,g,h) | 
dNolr,1,f,8:h) T SG,.g)-cSG,h) 
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于 是 有 
Trs 
对 于 4350,75 290,5 30 E A350, A0, A. 2: 0 f) 
情况 ,也 可 类 似 得 到 = < 于， 
D 假设 A 入 /二 0, 人 := 一 0, 则 A =O. 
由 A = 0, 与 定理 3. 31 的 证 明 类 似 , 我 们 可 以 得 到 f(z) — 
gG) BE B A:= 0, 我 们 也 可 以 得 到 g (zx) 三 A(z) 或 


C y 于 是 egee) hGO 中 至 少 有 二 个 恒 等 ,这 与 定型 
3. 32 的 条 件 牙 盾 , 

由 定理 3.32 即 可 得 到 下 述 

系 . 设 7(z),g (2),h(z) € x, 有 HB 


NG. 1. fogh) 
Te a: TO, D ETG, a) TG) 


则 flzdgiz), PT 中 至 少 有 二 个 恒 等 . 
定理 3.32 中 不 等 式 (3.4. 160 是 精确 的 .例如 , 设 f(z) 一 er， 
gG) = eG) = e, 则 
Nous fog) = Ni AMD = Ti) S0, 
Trg = TN), TG, R SPTE 


e|. 


giz) = 


> L, (3. 4. 21) 


于 是 


"T Natri ge) m k 


xo. d TG,.g)-- TG,A) 
上 述 例 子 也 可 证 实 ,定理 3. 32 的 笃 中 不 等 式 (3.4. 2D 是 必要 的 . 
由 定理 3. 32 也 可 得 到 卡 述 
EH 3.33 设 f(z) .glz)yh(z) € eV, 且 1 为 f(z),g(z)， 
hlz) 的 1M 公共 值 , 则 f(z),g Go. RGO 中 至 少 有 二 个 恒 等 . 
证 . ”由 引 理 3.10 知 ， 


Nc, =T, +SP). 
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N.G, f. = Tir, p) 十 Sir, f). 


[3] 88 nf 48. 
ASG,1 fg) = T(r,g) 十 Srg), 
NoG,1.fg,)-TG,h) + SG,h). 
于 是 
Nolr,1, fg. t ES ER 
Im TG. FTO D FTG 3714 


r 


由 定理 3. 32 的 系 即 得 定理 3. 33 的 结论 . 显然 ,由 定理 3. 30 也 可 得 
到 定理 3.33 的 结论 . 我 们 将 在 $ 5.1 应 用 定理 3. 33. 

把 本 节 中 的 定理 3.25 —— 定理 3. 33 中 的 常数 换 为 小 函数 ， 
其 结论 仍 成 立 . 下 面 我 们 仅 氢 述 定理 3. 31 的 推广 ,其 他 定理 的 推 
PARR. 

定理 3.31 设 f(z),g(z) € .wy ,县 


= Nra, f g) 1 
= TG, TTG, ^ 3' 


r& 


其 中 a(z) 为 f(x) 与 g(z) 89 ^p H. alz) Æ 0, N,Gr.a fog) 表 
fG) 一 alz) 与 g(x) 一 a(z) 公共 零点 的 计数 函数 ,每 个 零点 仅 计 
一 次 , 则 FG = g(x 或 f(z) * gl(z) 三 a 


` Jiz) f(z) 
A ak -— 
di. ^49 F(z) = az) Giz} = a 


网 Fiz), Glz) € X, H 
N.G.YF,G) = Nora, fse) + SG, + SO). 
应 用 定理 3.31 即 可 得 到 定理 3. 31 的 结论 , 
IETA KHAR GERIR, $ R”, 
Gopalakrishna-Bhoosnurmath'®, W 8€ V, {X Hk Heere, 
Brosch™ ,Jank-Terglane!”, 
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§ 3. 5 ”关于 重 值 与 唯一 性 的 普遍 性 定理 


3.5.1 涉及 到 亚 缉 函数 重 值 与 唯一 性 问题 的 普遍 性 定理 


1986 4E , (X BERE"? 证 明了 下 述 

338 3.34 BA 与 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aj(7 — 1, 
2,-…,9) 为 9 个 判别 的 复数 ,后 人 一 1,2,…,9) 为 正 整数 或 oo, 且 
满足 


h Sk Soe Sk (3. 5. 1) 
及 , 
E, (5, fi) = E, Qa f) G — 1,2,.°" ,9). (3. 5. 2) 
再 设 
= Zea) 一 318, f) (i = 1,2), 
j=1 
i k; + elaj f) em 
die RESET po pe TF 
G = 1,2) 
如 果 
min (A, A5) 0， (3.5. 3) 
maxí.4,,4;) 7» 0, (3.5. 4) 


则 fiif). 

WE. 不 失 一 般 性 , 设 aG — 12:7.) 均 为 有 穷 ,否则 只 需 
进行 一 次 变换 即 可 . 

TEE IE 80,7020 且 不 等 于 aiG 一 1,2,…,9) 578 


无 穷 多 个 , 设 其 为 名 ,pz,…. 显 然 Br 一 eu, fo. 于 是 存在 p. 
P 

使 2/86..f0 > 8;— c. Hp e 0. 由 第 二 基本 定理 有 
G cq — OT, < Me ps Et MN PT 
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TS). (3. 5. 5) 
显然 
NG, 


172 «ü- 86, TG) + Sof). 
fs 


(3. 5. 6) 
Hi S[38 3.4 得 


1 7 1 1 1 
f 三 二 E, 证 i» = zs 十 k F IOF AR z? 


k 
+ 89g TY FSF. 


(3. 5. 7) 
由 (3. 5. 1) 得 
M um E m ka 
HIPI” PR+T 
再 由 (3. 5.5), (3.5.6), (3.5. 7) 得 
(5d gq— DTe, fd) < (p 一 8; 十 eT Gf) 


k; x 1 
R + TÈ Norz - 


之 


- k, k 
+ pi SREP SDT Eh) 


f T 1 V óc jp. à 
a ee r arho Tef +See, f). 
i= d 
于 是 

| 2k 


[证 


(o5 SN 1 
~ ks 十 1 2;N,, ra — a^ E Sr. f. (3. 5. 8) 
由 (3. 5. 3) 知 ,4 2e 0. Bj H1 (3.5. 8) 得 


2k TN Ue 1 
E, t1 &e)T(r, fi) < Ed 2C 三 十 Sir, fi). 


3 


( 


(3. 5. 9) 
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由 (3. 5.2) 得 
ur 1 
N, C RD == N, [i L 》 
MEC ; LN y—. 
«q TG, +0). (3. 5. 10) 
4 (3.5. 90, (3. 5. 100 即 得 


k h 
cun DTSO < g EAT GF) + SGH). 
(3.5.11) 
同 理 也 有 
2k; k; 
Gi OTOS < gyr + SCr,fa), G- 5.12) 


如 果 fi) Æ fa), H-5. 2) 得 


Dmoz ] SNG IA 
j=1 
xTGO,.f) 十 Teda -+ O(XQD. 


(3.5.13) 
结合 (3. 5. 8), (3. 5. 13) 即 得 
k ; 
(EA (rf ) + TG, f») 
cT SG.f). (3. 5.14) 
同 理 也 有 
k 
qH tA oTr fd xy 2e Tr ETE SD) 


+ Sír, fa). (3. 5. 15) 
H3. 5.142,€(3. 5. 150. 即 得 
CA, — OT G, FO H XA, - TG. L SIG.f) o SG, fi). 
(3. 5. 16) 
BERE) e BL EXEME 03.5.32, (3.5.40, (3.5. 10, (2. 5.122 B[ it 
(3. 5. 16) Tür Gt^JXO Ex fil) = fi). 
由 定理 3. 34 ,我 们 有 下 述 
RIL 设 族 (zx) 与 f(z) 为 非常 数 亚 纯 阔 数 ,aj(ji 一 1,2，…， 
4) 为 4 个 判别 的 复数 ,上 为 正 整数 或 oo, 且 满 足 
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Eala f) = E, lajs fa) Cj = 1,2,:59). 
再 设 
8, = Jaa, f) — Deaf) G— 1,2» 
p j=1 


Dr = POED G = 1,2), 


2 ia -ate G-12. 


如 果 q 之 max(B,,B,). 
qg > min( B, B,], 
则 filz) = fx). 


R2 ROOM Q0 8090 2 LP pe 


BEC RR k HERE oo. 9] AGO B ES (G; 2 6 —21,2.3» E— 
确定 ,其 中 a,(j — 1,2, 0 为 三 个 互 为 判别 的 有 穷 异 于 0 的 复数 . 

容易 看 到 ， 定 理 3.1,3.12,3.13,3. 15,3. 18,3. 19,3. 21, 
3. 22,3. 25,3. 26,3. 27 均 为 定理 3. 34 的 推论 .因此 ,定理 3. 34 可 
以 称 为 关于 重 值 与 唯一 性 的 普遍 性 定理 . 


3.5.2 涉及 到 亚 纯 函 数 导数 的 重 值 与 唯一 性 问题 的 一 个 定理 
为 了 证 明 一 个 涉及 到 亚 纯 湛 数 导 数 的 重 什 与 唯一 性 问题 的 结 
果 , 我 们 需要 下 述 能 庆 来 ” 定理 . 


定理 3.35 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 己 必 一 1,2,…9) 为 
9 个 互 为 判别 的 有 穷 异 于 0 的 复数 ,为 正 整 数 , 则 


QT (r, f) LNG, A + jN( t) 十 ING, ALD 
f Zi f"? — b; 


B=4— 


E [Cg VET DN GR ES Ní(r, 


证 ， 为 了 叙述 方便 , 设 5. = 0. 注意 到 
1 


i 


FESON). 


B. 
g 27 feo x b! 
Hu (fo "M 5j) j-0 了 


j-0 
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其 中 


了 1 ! 
T Q, — bo) È; — b) C; — b); — br OG, — AY 
置 
9 
B; 
H = 一 -一 二 一， 
2 gy c b, 
则 
y l 
(0. LA). 
Ic b) =f (3.5.17) 
T 
z= 2 i pr. IT — b): H, (3. 5. 18) 


置 z= re*, 并 将 (3. 5.18) 两 端 求 积分 有 
-去 站 Ilae=z * d | log| ld 
g 2x Ja og f =g 2z Jo og fo 
1 ix fo s 1 2x » 
a gs h loni F det D gy [lenit — tab 


4 + [ log|H a0, (3. 5. 19) 
un POR 
2m 2r 
去 | lol 41a = D. [logt | 地 ld9 一 让 log* fias 


= me, o) — mir f) = NG, f) — NG, F) +00). 


(3. 5. 20) 
ERE 
2r 
去 fogl gis id? — Ni, fe) 一 NGA +00) 
(3.5.21) 
我 们 还 有 
ELI (n) (n) 
i f log | £7. a9 = mir, Ir) — mr) 
= NONAS 2 mv Te (3. 5. 22) 
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注意 到 
mir,f) S mG s TomG,.f?), 
故 
mss mr N — mor, fY). (3. 5. 23) 
JE (3. 5. 23) 代入 (3. 5. 22) 得 
1 


2x 
zr J el 


(n) 


L ER d SQ. 


(3. 5. 24) 
再 由 第 一 基本 定理 ,我 们 有 


1 a "(3 1 E * (n) 
去 | loglf" — 5, 46 — d- [ "log* 1f — bao 


-~L [logt 1 
2x J. log | P? I 


= mG.f" — b) — mi Rai p) 
一 N(r, Fr) — Nr,f™ — b;) 
= WO ENSEN, 《3 5. 25) 


由 《1.3.7),(3.5. 17) 得 


去 | ioglalae= 去 | log' 12148 — 2. [ log' | hlao 
2T js 2z Ja 2r J。 © 'H 


" zr 1-28. (10 (n) 
ad ue y Re pub id 


OU R P A 


s 2 | og- i Ti (f — 5540 


jn 


Bi 2r feto 1 z fo 
< ZR | log | pa per p f log* | «cy |20 
E 
— gs ], De’ | F514 — (9 + Dml, f” + 00) 
fi 
一 mG» Foz? E miz) — (q 十 Dmir, f”) + Str, f). 


(3. 5. 26) 
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由 第 一 基本 定理 得 


») 
mr, uu m mc, 


Cn 十 inti) (62 
Ie Ne Io Ne oo 


= Nr, f") - -NG Ferm) +N) —Nr,f£")--S(r,f) 


mx: Gf) +N in) X NG pa) + Sirf) (3. 5. 27) 


A 


mis) — mi. £7)  NG, f?) — NG As) +00). 
(3.5. 28) 
把 (3. 5. 27), (3.5. 28) 代入 (3. 5. 26) 得 


zm ee! 
x. , legi H |d8 < Ne, f) + NGA) 一 N(r, aim) 


+ mr f+ NG, f?» — NCG, 
— (Qt Dmi.f"?) + Sr,f) 
= No, f) — Npa) 十 NG,f") 
iol gmr, f^?) + Sor. (3. 5. 29) 
把 (3.5.20). (3.5.21). (3.5.24), (3.5. 25), (3.5. 29) 代入 
(3. 5,19) 得 
qNG.f)— aNG, F) = qN r, f™) — NGA) 


i 
p» 


Hamr, f?) ~ gmr, f) + ENG, ga z? 


— (a4- DNG,f) +N, f) — NG spam) 


HNES?) — qmGuf9) 十 SG. 
于 是 


E vun : 1 
gT Gf) < Ni, fy aNG, F) 十 ENC FE) 


一 [Ge 一 DN GR) 十 NGr, yer)] +SP). 
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由 定理 3. 35 即 得 下 述 
的 有 穷 异 于 0 的 复数 ,n 为 正 整数 , 则 


3TG. f) < NG, f) 十 3NG. F) 十 ING. gers 5 tse 


f): 
1986 5E, ABR” IEH T FÈ 
定理 3. 36 HALDIA AFERRA, 0,0 — 1,2, 
3) Og AREUCRUBIEUE AERCT 0 的 复数 , 为 正 整数 或 co,n HE 
整数 , 且 满 足 
E, (b;, ff?) — En JP) G= 1,2,3). 
(3. 5. 30) 
再 设 
C, = 3C + D8(0, £0 + Onk + 3n +k + DOl, f) 
一 (2nk + 3n + 3k +4) (i = 1,2). 
如 果 
min(C,,C;) > 0, (3. 5. 31) 
max(C,;.C,) > 0, (3. 5. 32) 
则 fæ) = fz). 
WE. 由 定 理 3.35 的 系 得 
3TG. f) « NG.f) + INGE) + PNo, sm EE z 


j21 
十 Sr f). (3.5.33) 
注意 到 
TO, s TG.f) on Nor, f) SG.f». 
& 


WF 1 
NOs por Dep D 


| na E Fe +00) 


iN» (RIT Zu 5; 十 


E + prb 


1234 


*pNOO-c SG) G3 
把 (3. 5.34) 代入 (3.5. 33) 得 


3n 十 点 十 1 
3T Gr, fi MET ETE EE Nr, f 十 en 


3 4s 1 
十 pp "A + rH XT T D 
+ SG. f) 


—3ntk+l 
^ k+l 


十 31 一 EO ADT Gf) + 


(1 RF (co, FODT O, A) 


ku pue 


+ i 和 Nr a) tse. 
于 是 


n+tk+1 3n-- k--4 
360, f) 十 ER Mee CUORE Ire. fo 
d 


202 nr gy ES ED 


即 
{2k -+ 2nk(1 一 (co, f10) +T, fh) 


EIL p HSP. (3. 5. 35) 
3j 


j-1 


H C. 5. d 得 
DIN Cry Em y! = LAE » 


<T, fp a 
&« 30 +H DTO, Sd + SCr, fa). 

(3. 5. 36) 

注意 到 | C, > 0, H4 (3. 5. 35) , (3. 5. 36). Bp 48 
TG.f)-0q,f) (r-oc,r& E). 

(3. 5. 37) 
[a] E up 48 
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Tr, fð SOTT. f) (G-oo.rÉé&E). 
(3. 5. 38) 
如 果 SP ESPE), hG. 5.30 得 
3 
2; No Gg L 5 < NOF 二 "n 
x TG,ff)»-cTG.ff?»40O0O0 
Tr fO Ha NO, SO HTE, SÐ c4 nNG.f) 
+ Slr,f) SG, f) 
sz TG.f))4nü-—8(oo.f£00TG. f) 
HTD 420 ~ Aofa DTO, Sa) 
HSS D +SS). (3. 5. 39) 
1E (3.5. 390 代入 (3. 5. 350 Bp 48 
(& o nkQ — Aco, fi CUT Ge f£) ; 
<L {k + nkOO — Co, £DD0ITG. f£ + SrA) 
+ SCGr, fa). (3. 5. 40) 
局 理 也 有 
{k + akO — (05, fi) + CT G2) 
X {k + nk — C05, F0 YT G 万 )》 
+ SK) SG.f. (3.5.41) 
结合 (3. 5. 40),(3. 5. 41) 即 得 
C, «Tir, f£ HOTO Sa) x SH) SG,f. 
(3. 5. 42) 
由 (3. 5. 312, (3. 5. 322, (3. 5. 372, (3. 5. 38). 即 知 (3. 5. 42) 不 能 成 
AL. 这 个 矛盾 即 证 实 Pe) m Pe). FÆ Ae S= Ae) 十 
EDAP pa) 为 次 数 不 起 过 一 1 次 的 多 项 式 . 
由 (3.5. 31) 知 ， 
(0,7) 2-0, mf)>0 (= 1,2). 
因此 fio ( 一 1,20 4 ER RIOIE P PRSE. 故 
TG.) =0Tr,f)) G-—12). 
车 pC(z) #0 R 
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eco, f) + Alp, fa) + GCoo, fi) 
z3(0,f,» 十 Cp. fO 十 Olof) 
= 8C0,f1) 十 CO, f£. 十 Oloo, fi 
~ nk b 3n t 3A (n6 8n - acl. 128€oo, f) 


^  3G-.D 3 TD 
x tg iac, 
> rl O + 3a + 3k — 4) — (2nk + 3n — 2k — 2) 
+ (nk + 3n 3- 3k +4) 一 (nk + 3n +k + 10) 
"Lp 


这 是 不 可 能 的 , 故 GO = 0,HlE Fo GO m fO. 

由 定理 3. 34,3. 36, 邵 可 得 下 述 

系 、 设 f(z) 为 满足 条 件 6900,0 + (n 4- 228 (00, f) > 5n 
十 7 的 亚 纯 函数 , 则 它 由 Blaj,f) G —1,2,5 R Es Gy, P) G 
= 1,2,3) 唯一 确定 ,其 中 at 人 7 = 1,2:30 与 (J 二 1,2,3) 为 两 组 
4S2 RT OKEM, RB TERT PLE IS AU. 


3.5.3 ”代数 体 函 数 的 重 值 与 唯一 性 


E AIGOG 一 0 ，… 明 为 没有 公共 等 点 的 整 画 数 , 且 ALGO) 
sÉ 0,. 则 方程 
(sz + AL mr e e y A lw Az)=0 
(3. 5. 43) 
ELT wA z PSU. 24 0 — 1 BÍ.JPERG. 5.430 简化 为 
Ay Go + Alz) = 0, 
Ej 


这 时 w 为 z AE E EER 26 0 0 1 时 ,我 们 假定 
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(3. 5. 432 为 不 可 约 方程 , 即 (3. 5. 43) 的 左 端 不 能 分 解 为 含有 多 的 
因子 ,其 系数 仍 为 > 的 整 函 教 ,这 时 也 为 多 乙 函 数 ,不 论 " 等 于 1 或 
大 于 1, 用 (3. 5. 43) 所 定义 的 多 为 z 的 了 活 数 称 作 代数 体 活 数 . 代数 
体 函 数 包 括 亚 纯 函 数 在 内 、 

如 果 (3. 5.43) 为 不 可 约 方程 , 则 由 方程 (3. 5. 43) 所 定义 的 w 
为 z 的 函数 称 作 4 值 代数 体 函数 . 显然 v 值 代数 体 阔 数 为 亚 纯 孙 数 
的 自然 推广 . 

4 A) Cj = 0,1, n, 均 为 多 项 式 时 , 则 由 (3. 5. 43» 所 定 
义 的 也 为 z 的 函数 称 作 " 值 代数 函数 .在 8$2. 2.4 中 我 们 介绍 了 代 
数 函 数 唯 一 性 的 有 关 结 果 . 一 般 地 ,我们 考虑 AGO (j 二 0,1,…， 
v) 中 至 少 有 -个 为 超越 整 了 小数 的 情况 . 关于 代数 体 函 数 的 基本 理 
论 可 参看 何 育 将 - E IHE CE ho RE 

设 wir) 为 (3. 5. 43) 所 确定 的 和 值 代数 体 函 数 ,a 为 任意 复 
数 , DEA, RA Ela, w) 表示 wle) = a 的 值 点 集 ,每 个 值 
点 仅 计 一 次 ,我们 以 Ca sw) 表示 wlz) 二 a 的 重 级 不 超过 的 值 
点 集 , 每 个 值 点 计 一 次 . 

何 育 鞠 系统 地 研究 过 代数 体 函 数 的 重 值 与 唯一 性 问题 ,得 到 
了 一 系列 创造 性 研究 成 果 . AER” 证 明了 

定理 3.37 设 w(z) 与 zx(z) 分 别 为 " 值 与 产值 代数 体 函 数 ， 
Hex v. Bia G m 1,2, 7.40 D 4o d- 14 SOS EISE RS 1 
数 . 如 果 

Eta, ww»? 一 Ela u) (一 1,2 4 十 1)， 
则 wiz) = ulz). 

WARI wE T 

定理 3.38 — Hw GO 5 ul) 5 RID e5 e ELCHE PRÉC 
House BR EIEWCEC a G — 1.2.74) 为 9 个 互 为 判别 的 复 


数 , 其 中 9 = wlt [他 ],[ 僚 ] 表 党 的 最 大 整数 部 分 . 如果 


Ew laj,tw) = En (aju) G = 254), 
则 wG)zuG). 
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关于 代数 体 函 数 唯一 性 问题 的 有 关 结 果 可 参看 Valiron n, 
Baganaso , f jo, f] p fecettene pepe - 高 仕 安 中 , 仪 洪 
Rc» " JizxsKU T HERY 等 . 
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第 四 章 MEEME 


1929 年 ,R. Nevanlinna 证 明了 著名 的 4CM 值 定 理 , 这 是 亚 纯 
函数 唯一 性 理论 的 -- 个 重要 结果 .1979 ^E ,Gundersen 证 明了 4IM 
天 4CM 和 3CM 十 1IM 一 4CM. 1983 4E , Gundersen 进一步 证 明了 
2CM + 21M = 4CM. 1989 ^E ,Mues X Æ Gundersen 上 述 结果 上 前 


进 了 -- 大 步 ,但 1CM + 31M 二 4CM 的 问题 至 今 还 没 解决 . 本 章 将 
叙述 和 证 明 Nevanlinna ,Gundersen, Mues 等 的 有 关 研 究 成 果 . 

最 近 .Reinders 在 其 博士 学 位 论文 中 得 出 了 4DM 值 定理 , 刻 
划 了 仅 有 单 值 点 和 =-- 重 值 点 , 与 仅 有 单 值 点 和 三 重 值 点 函数 的 特 
性 ,我 们 将 在 $ 4.5 中 介绍 他 的 研究 成 果 . 


$4.1 Nevanlinna 四 值 定理 


4.1.1 预备 定理 


首先 ,我 们 有 下 述 
定理 4.1 设 f(z) 与 8(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1,oc,c 为 其 
四 个 判别 的 CM 公共 值 , 则 f(z) 与 g(z) 必 满 足下 述 七 种 关系 之 


() fæ) = g). 

(ii) 了 f(z) =- g(xz). 仅 当 c 二 一 1 成立, 此 时 1, 一 1 为 与 
的 Picard 例外 值 . 

Gi) f(z) =2— g) [Uoc 一 2 成 立 , 此 时 0,2 为 1 与 g 的 
Picard 例外 值 . 

Ge) f(z) 三 1 一 g(z), 仅 当 c 一 动 成 立 , 此 时 0,1 为 /与 g 


* 240* 


的 Picard 例外 值 . 

O fto mg EE bos em y ici Nos oo 为 了 与 
g 的 Picard 例外 值 . 

(i) f(z)= 
的 Picard 例外 值 . 

(vii f(z) = AE , 仅 当 ec 一 一 1 成 立 , 此 时 0,co 79 f£ 53 g 83] 
Picard 例外 值 . 

由 定理 4.1, 可 以 得 到 下 述 

X. B) Ige) E 0:1,co,c 为 其 四 个 
判别 的 CM 会 共 值 .如果 天 一 1， is 出 f(z) = gG). 

为 了 证 明定 理 4. 1 ,我 们 先 来 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 4.1 ib /Go 5i g Go 为 非常 数 整 函数 ,a1,as 为 两 个 判 
别 的 有 穷 复 数 , 且 a 为 fiz) 5 g GO 的 Picard 例外 值 ,a; 为 f(z) 
5j g(z) 的 CM ARE. WE SO) 3E g GO M f(x) 一 e ass 
gz) — (ai — a,Ye7*" t a, Krh ale) 为 非常 数 整 消 数 . 

证 ”出 定理 1.42 82 78 1 18 

f(x) — eU ras. ga) = eee tas, 

RB aGo 与 8G) 为 非常 数 整 函数 . 因 f(z) E g G0. Me x 
e? 因 a 为 f(z) 5 gG 的 CM 公共 值 , 故 


"gms i, 仅 当 < 一 2 成 立 , 此 时 1,co 为 了 与 5 


f— a = e. 
了 一 Qa 
其 中 7Y(z) WEBER He 251. JE 
E a) — ds» = P 
€ L aj) — â, 
X 
Le ve - ena, (4.1.1) 
G2; — di 4, 一 à 


注意 到 e Al 由 定理 1.57 Bf — — l et a ET 


一 04 
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得 e? — (a. 一 az)ze ,由 此 即 得 引 理 4. 1 的 结论 . 

314.2 设 JCz) 与 8(Cs) 为 非常 数 亚 纯 通 数 ,eo 为 其 CM 公 
共 值 . 再 设 ayas 为 两 个 判别 的 有 穷 复 数 , 且 4,6; 均 为 f(z) 与 
gx) 的 Picard 例外 值 . 如 果 A(z) E g GO RI 


—atx) 


so) __ Res 
证 . ”由 定理 1. 42 的 系 2 得 
alr) Mo 
e) = ec gi) 一 ml 


HP al) 与 8(z) 为 非常 数 整 函数 . 因 f(z) SÉ e GO Ld e"? E 
e"? B a,,co 为 f(z) 5S gGO 的 CM 公共 值得 


f—a locu 
LÀ Ig, 
ET a 
其 中 (=) WERK, H e l rE 
ef — 1 
e — 1 =ë, 
故 
et re — ett um], (4. 1. 2) 


注意 到 e l, ER 1.57 B[fg 一 e+ 2 1. E HR C4. 1. 2 (8 e^ — 
e ,REL EBD SIRE 4. 2 的 结论 . 

下 面 证 明定 埋 4.1. 由 0,1,cc,c 为 f(x) 与 gCz) 的 CM 公共 值 
得 
f—1 


£ = eh, 0 — c eh, Ieuh, (4. 1. 3) 
g g —1 g -c 


RB) Go. 425G). $Go189 SERE. RE Egle), Weh 
1 Qo1.23.9.e56*2:] (和 77 之 7 所 3). 我 们 讨论 下 述 七 种 
情况 . 
D Bith =k, EH hGE0,D 为 常数 . af 一头 1 知 ， 
1,c 为 与 g 的 Picard 例外 值 . 再 由 引 理 4. 2 得 
jaf g-fl—t (4. 1.4) 
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其 中 a(z) Adoos d. = ag 
{1 ~— cke = c — kh. 
故 1-—ck=0,c—k [= 0, 于 是 < 一 总 一 一 1， BER G). 
D BRek, ER horo Dis alios 
1l, 0,ce 为 了 与 5 的 Picard 例外 值 . 5j D 类 似 , 可 得 < 一 2, 因 一 一 
1, 由 此 即 得 (iii). 
f-t pl 


D 假设 om =k, HP GEO D 为 常 教 . i 


知 ,0,1 为 与 8 的 Picard 例外 值 .与 1) Z TIF = Em — 
1. 由 此 即 得 (iv)、 
D Bde m ks KP AGEOLD 为 常数 . 故 有 LÁ 


i2 lli a xu. 因此 cco 为 了 与 8 的 Picard 例外 值 .再 由 引 理 
4.118 


f=e +tc, g= etc, 
其 中 aC 为 非常 数 整 函数 . 因此 有 


e" 4c ce" -FEc-—1 
lc vr aee c lg 
&-—c—1] ce “+c 


故 
[ce — D — ck le" = c[€c — D&, — c]. 
因此 有 (co—1)—ek=0, (c—1&—ec-90. 


于 是 c— oh —— Lo 由 此 即 得 (v). 

D BRA ku. Mb Ceo DORMI RE pE 
El 9s. 因此 1,=c 28 f 5j g d] Picard 例外 值 . 与 4) 类似， 
可 得 c = 2, 必 一 一 1 由 此 即 得 (vi). 

O (Beh ^ — ke 其 中 心 (天 0,1) 为 常数 . 故 有 Fo 


DEL CA. 因此 0vce 为 了 与 8 的 Picard 例外 值 ,与 4) 类 
似 , 可 得 c —— lks 一 一 1 由 此 即 得 (vii)， 

7) Ribes —1,2.3».e^7 (1 « ji x 3) BERCEMORC. 由 
(4.1.80 消 沁 与 g 得 

=- eR 二 (一 Ce 和 二 Ces 为 十 (1 — c)eh + ceh — 1, 
(4. 1. 5) 
由 定理 1.55 知 eht — 1, Big (4.1.52 得 
-— 1 ehh p e^ — ek 

由 定理 1. 57 fi eh oc] Bil Cet — 1pm —, 
这 与 假设 矛盾 . 

这 就 完成 了 定理 4. 1 的 证 明 . 

由 定理 4.1, 我 们 有 下 述 

定理 4.2 设 f(z) 5 g GO 为 非常 数 整 函数 ,0,1,c 为 其 三 个 
判别 的 有 穷 CM 公共 值 , 则 f(z) 与 g Go 必 满 足下 述 四 种 关系 之 

G f(z) = d 


GD Fe) =e pee lu. DE 为 1 与 g 


2g ge 
的 Picard 例外 值 . 
- Pd po e= 2 成立, 此 时 108 £5 的 
Picard 例外 值 ， 
dv» f(z) 一 zy (8e 一 一 1 成立, 此 时 0 为 了 与 8 的 
Picard 例外 值 . 


由 定理 4.2 可 得 下 还 
R. Kiga) 为 非常 数 整 果 数 ,w(C7 二 1,2,3) 为 三 个 
判别 的 有 穷 复数 , 且 a;(j = 1,2,3) 为 f(z) 与 g(x) 的 CM 公共 值 . 
如 时 
is 
a, 一 


PEE ELLE bl f(x) Æ gle). 
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A 


Gs 4€ LG) ESXLLI L(a) = 1, Lla) = 0, 


Lla) = $8 —5 pa SEFG)-LOQGD, Ge) =Le), c= 


Elay "DE 1,2,3) 为 /GO 5 g GO BL CM ARRA, LG, G 
= 1,2,3) d FG 5 Glz) 的 CM 公共 信 . BLz,4,0 X FGO 5 GG) 
的 CM 公共 值 ,由 定理 4.2 得 F(z) = Ge), FE f(z) = g G2. 


4.1.2 4CM EH 


R. Nevaniinna® 证 明了 下 述 

定理 4.3 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,a;(j = 1,2,3， 
4) 为 四 个 判别 的 复数 ,是 a.C 二 1,2,3,4) 为 了 (z) 5S g GO 的 CM 
公共 值 . 如 果 f(z) 关 g(z), 则 f(z) 二 Tlg(z)), 其 中 工 为 一 个 分 
式 线性 变换 ,保持 a;(7 = 1,2,3,4) 中 二 个 值 椒 变 , 但 将 另 二 值 直 
调 , 又 此 两 互 调 的 值 均 为 f(z) 与 g(z) 的 Picard 例外 值 . 

Liz: 一 一 一 一， (4.1. 6) 
WA S LGS-—1. LG =0, Lla) = œ. W 
cabanas dj — a, |; — 2. 
ij 7 0, 你? — ü3 
F(z)-—L(f(i), GQ) = L(g(z)). 
H f')sÉg(i 得 FoOosÉGG). H alj = 1.2.3.4) 29 / (9) 
与 g(z) 的 CM Zt I LGOGM1,2,3:0 9 FGO 5 GGO 的 
CM 公共 值 , 即 6 1.0,20 为 F(z) 55 GGO 的 CM 公共 值 . 由 定理 
4.1 知 ,F(z) 与 G(xz) 满足 下 述 六 种 关系 之 一 : 

D Fiz) + GGO == 0, 仅 当 c 一 一 1 成 立 , 此 时 1. 一 1 为 
F(z) 5 G(z) 的 Picard 例外 值 .由 此 即 得 LCÁÉGO) + LOGr(z) 
= 0, [4 Lla) =— 1HR saa: 为 f(z) 与 g(z) 的 Picard 例 
外 值 . 

2) FG) -F GG): 2,44 25e 一 2 成 立 , 此 时 0,2 为 与 6 的 
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Picard 例外 值 . HERE LSG + Lr 0) = 2, 005 Lla) 一 
2 成立 ,此 时 a, sa; 为 f G0 53 g GO 的 Picard 例外 值 . 


3) FQ 十 GC) =1, 04c = i 成 立 , 此 时 0,1 为 与 G 
的 Picard 例外 值 , h EEN LAGD + Lee = 1,44 La) 


= 去 成 立 ,此 时 aavas 为 fC) 与 gCz) 的 Picard BLAME. 


D FOCE m FG) d GG Gl c 二 二 成 立 ,此 时 证 ， 
oo F E G W Picard 例外 值 . 由 此 即 得 2LCAGD ,L(g(z)) 三 
LOG) + LG), RÄ La) = E RY Bta a, H f) 
g(z) 的 Picard 例外 值 . 

5) F(z) -Glz) = F(z) + Gle) [G4 e = 2 E. Etl, 
oo Jy F 53 G 的 Picard 例外 值 . 由 此 即 得 LL(f(z)) - L(g(z)) = 
LG) + LGr G2))o, (34 Lla) = 二 2 成 立 , 此 时 4sy44 为 f(z) 与 
g(z) 的 Picard 例外 值 . 

6) Fæ) .Giz) 三 1, 仅 当 c = 一 1 成 立 , 此 时 0,c20 为 与 G 
的 Picard 例外 值 .由 此 即 得 , 蕊 (7FCe)) ,L(g(z)) = 1,135 Lla) 
二 一 1 成立 ,此 时 asya 为 了 1(z) 5 g GO 的 Picard 例外 值 . 

由 上 述 六 种 关系 即 可 得 到 定理 4. 3 的 结论 . 

Wt a, = 1,2,3,4) 为 四 个 判别 的 复数 , (4. 1. 60 中 的 分 式 线 
性 变换 工 (zx) 是 将 aaa, 依次 上 映 为 1,0,00 的 唯一 的 分 式 线性 变 
H. 在 映照 LO 下 ,al 的 象 工 (al) BRA anaa a, 的 交 比 , 记 作 


(a;,d; »44:84,), RI 


di G3 GU; a 
(a,,d5d3,04,) = E ; 
ai Ug å, da 
显然 有 
(a, ,05 44,04) = (a5,0,,á; ,a;). 


车 ai = 1,2,3,4) 中 有 -一 个 为 co 我 们 定义 作 
(d, ,d5,0,,0,) = lim (um 227794 : 
amen ây ad d, — â; 
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dy 20 
Qj1sdg 4,04, 700) 一 一 
例如 (a, 5,43, 70) iom di 


设 了 为 任 -- 分 式 线性 变换 , 交 丝 具有 性 质 
CT lai) T Gi) IT (a) T (40) = (aissas). 

关于 交 比 的 有 关 结 果 , 可 参看 Ahlfors, 

由 上 即 知 ,定理 4. 3 也 可 叙述 为 下 述 

定理 4.3' HJC) 5S g GO 为 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(j 一 1,2, 
3,4) 为 四 个 判别 的 复数 ,日 4ajG — 1,2,3,4) HSO) 5S g Co 的 
CM 公共 值 .如 果 f(z) 关 g(z), 则 f(z) 二 Tlg(z)), 其 中 工 为 一 
个 分 式 线性 变换 , 且 aj(j = 1,2,3,4) 中 有 二 个 值 , 记 作 41545 I^ 
ER f(z)5 g G2 的 Picard AMË , X HE Ca arsaa) = 1. 

由 定理 4. 3, 可 以 得 到 下 述 

系 . WÁGO Bg GO HERREMAN aG 一 1,2,3,4) 为 
四 个 判别 的 复数 , 且 aj(j = 1,2,3,4) 为 f(z) S g GO 的 CM 公共 
值 . 如 果 交 比 


dy —d, das ~ cy 
(ai sazaa) 二 


关 一 19152; 


uu 704. d$ — d; 2 


W f(z) = gz), 
4.1.3 41M (iH 


先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 4.3 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,PC 一 a6? 十 a 
十 十 aplao 关 0) 为 f 的 次 多 项 式 , 其 系数 aj(f = 0,1,…,p) 
均 为 常数 ,5b,(] 二 1],2,'",9) J 4C») 个 判别 的 有 穷 复数 , 则 


PID- f 
"ine, meg ure pu E30 — $5? — SG, f). 
W. 显然 有 
PO» EV ^ A, 
Q-—bB—b5r--b 一 2; f—à 
HEPA 为 常数 ,可 用 待定 系数 法 求 出 . 于 是 有 
PHP 
mE IESU Ia I 
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一 PEL 
3*1 


= Sir, f). 
定理 4.4 设 f(z) 与 &(z) JXJ3E RC BEER C 8,0; — 1,2,3， 


4) 为 其 判别 的 IM 公共 值 . 如 果 f(z) 天 g GO DUI 
O TEN TG. E SGUDTGa) 

= Tp, A+ Slr,g), 

Gi» MN Cpi = TEA SG). 

Gl Ner, ziy 一 了 Gu 十 Str. f). 
Nc. o pie Tir.g) 十 人 CryE)， 


EF b Aat = 1,2,3,45, 
Qv) N (Gs go m SPN = SC, 


其 中 Netr， PRR POESRIBAJGE f —aG— 1,2,3,4) 的 零点 


的 计数 函数 ,Notr ,27) 类 似 定 义 ， 
(v) NON" Gua) 一 Sir 门 ,其 中 NGCrai) 表 示 上 一 


g 一 a, 的 重 级 均 大 于 1 的 索 点 的 计数 函数 , 按 重 级 小 者 计算 次 数 . 
由 定理 3. 17 的 系 知 (D GD 成 立 . 事实 上 ,由 第 二 基本 


a, 与 


证 . 
定理 ,我 们 有 
27 G,f)« Ne. Foa tse 
x Soy ) d SG) 
ST, f) 十 Tersa) + SG,f) (4.1.7) 
同 理 有 
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4 
Top « PING + Sg) 
«CTG,.f£)-TGg)-r-SGG.g— (4.1.8) 
由 (4. 1. 72, (4. 1. 8) 即 得 G) 5 CD. 
再 由 第 二 基本 定理 ， 我 们 有 


1 
3T(G. f < Xe 2t NG.4— pc ses 


=E 2T (raf) + Ne, p 4- SC, P 
d 37 4 ND +S, f). 
EMATEEN Nc.3 ec G. + SG... 同 理 也 有 


TEN = TG.g)4S.g). 
由 第 二 基本 定理 ,我 们 有 
ZG.) DN ep n Nos d SG, 


= 27Ttry 六 一 Nolr, 方 ) + SG, f. 


由 此 即 得 NéG = Sr, D. RE No) = S.D. 
下 面 证 明 (v). 不 失 -- 般 性 ,可 以 假设 a = c, az 0,2; — 1. 
a, 一 co。 和 否则 只 需 进行 -个 分 式 线性 变换 即 可 . 置 
$= FEF o n E o (4.1. 9) 
设 fz,) = 0, R1 oo, S c, EARS p. 
glz) :二 0, 或 1,3 co, c ERY q. 
由 (4. 1.9) 即 知 
d$) = OC le — z) o), (4.1.10) 
TÉ v HER. 再 由 引 理 4. 3 得 
TG.) = mr.) 


ff F 
和 
gE 
tme Fr iF 50 Ns) 
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p E MC SENE 
T mr, TE ZPE- "P 十 iT — DG c 3? + OX) 

= Sir, f) + SC.g) = Sirf). 
Br. 1.100 4f 

EN Ca) & NC, 3) ETH,D 00) 

4 一 1 

= Sir, D. 

这 就 得 到 (v)， 


设 f(z) 与 &(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 任意 复数 . 我 们 用 
Nira) 表示 f(z) — a 5 g GO 一 4 具有 相同 重 级 的 公共 零点 的 
计数 函数 ,每 个 零点 仅 计 一 次 , 我 们 用 NI Gua 表示 f(z) 一 4 与 
8g(z) 一 4 的 公共 单 零 点 的 计数 函数 ,每 个 零点 计 一 次 . 由 定理 4. 4 
的 (v) ,我 们 可 以 得 到 下 述 

Ro 设 f(z) 与 g(x) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(i 一 1,2,3,4) 为 
其 判别 的 IM 公共 值 . 如 果 f(z) Ege RIXT 7 — 1,2,3,4, 我 们 
有 

Naira) = NE(r,a,). (4. 1.11) 

设 f(z) 5 gGOo XsETCHIGIESE IR EE aG — 1,2,3,4) 为 其 四 

个 判别 的 IM. 公共 值 . 若 f(z) 与 g G0 AAEN EB EE 2.16 
Js. f Go = giz). BR AGO SE g GO EB. fF GO 为 超越 亚 纯 函 数 ,由 
定理 4.4 Bg (D 知 ,g GO UO ERR PE p T. 


4.1.4 定理 4.3 的 第 二 个 证 明 


由 定理 4.4 RECO 知 ,SC(rig) = Sr, 亡 .再 由 定理 4.4 的 ii) 
m. No. U 一 12,340 中 至 少 有 二 个 不 等 于 Sr, 门 ,不 


Noei S, Norri) SA). 
f f— ü. 


a 


(4.1.12) 
i 
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g~ ga a; —da 
L(z) = Prax. . 2n dort 
则 Lla) =0, Lla) =œ, Lla) =1, 

L(a,) = (a,,a5,a5,a,) 是 alyasyasyd 的 交 比 , 设 
Fle) = LY, G(e)-—L(GGD). 

由 fG) go 得 F(z) GGO. d ajG — 1,2,3,4) 为 f(x) 与 
g GO 的 CM AREH, LG 20( — 1,2,3, 4 为 下 (z) G) 的 CM 
At, Bl c,1,0.00 为 F(z) 与 GGO 的 CM 公共 值 ,其 中 < 一 
L(a). BRA SG,G) = SCG,F). H 1.12) 得 

NGD ASOF), NOr,F)# Sr,F). (4.1.13) 

F' G 
FÆ- DF- 0 GG-—101QG-cYy 

(4. 1.14) 


H = 


BEH EAO0 RELH 
mír, H) = Sír, F). 

H e,1:0,99 为 F(z) 5 GGO ff] CM ZEE Li H ERR BILE 3g 
PRU TE 

TG,H) = m(r,H) = S(r,F). 
B zo FGO IL p EXTR AR UE zo UL GOO B] o BERA, HC 1.14) 
A. ox 必 为 五 的 零点 ,其 重 级 至 少 为 3 一 (ph 十 1) 一 
2p — 1. 
因此 


NGO, x NG. yp LTr, H) +00) = SG,F). 
这 与 (4. 1. 13) FE. FEH = 0. 


ES 
muc EORR. oo ot EE t 
CF- DEF e) (G—DG—o 
REQ ZO. d 3| 3H 4. 3 得 
mír,Q) = S(r,F). 


(4. 1. 152 


* 251* 


B e,1,0,09 为 F(z) 与 GCz) 的 CM 公共 值 , 故 包 无 极点 ,于 是 
T(r,Q) = m(r,Q) = S(r,F»). 
H ro FGO RS p EGAR. M zs HA GC B5) p PRAE RR S HI C4. 1. 15) 
知 ,zo 4528 Q BUE RR HCRIRRU/VUS p (p — 1) — 2p — 1. 
因此 
No. <Ne? « TG,Q OC) = St. F). 


这 也 与 (4. 1.132 FA. THE Q m 0. 


由 五 圭 Q@ 三 0 得 
0 三 Q 二 F'F E: GG 
=x FO —1XF-—c) GG - P«6-—c) 


E 2 2 E ur 5 
BT DE- 9 Oo Ta 
注意 到 下 天 G, 由 (4.1.16》 得 下 三 一 G, h F— 
为 F(z) 5 GG 的 Picard 例外 值 ,再 由 定理 4.4 的 (证 ) 知 ,c 一 
一 1, 故 有 


Lla) = (a,,25,45,0,) — — 1. 
因此 asa: 均 为 /(22 5 gi) 的 Picard 例外 值 . 3E EL 
Lf (2)) =— L(g (25). 
于 是 


二 上 (a, + agiz) -s 2a4a, 
Tel) (n Pa) 


此 变换 保持 Gi, 不 变 (ELE ayas 互 调 . 这 就 完成 了 定理 4. 3 的 证 
8j. 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Nevanlinna” ,Gundersen??, 
Mues'? {X zB C? ,Jank-Volkmann'? ,Frank?", 


$4.2 3CM fH 1M 值 定 理 


4.2.1 3CM + 1M 一 4CM 定理 


L. Rubel 提出 下 述 问题 :能 否 把 定理 4. 3 中 的 CM yy IM 仍 
- 252 ， 


得 同样 结论 ?此 问题 被 Gundersenc2 用 下 述 例子 所 否定 . 设 


hie) b hte) b 2 
f(z) = dup gx) 一 E (4.2.1) 


Kp AGO Óg3ETCRCIE ER BC 0) 为 有 穷 复数 . 容易 验证 0,00 
地 ,一 圳 为 1(z) 与 g(2) 的 IM 公共 信 .但 0,o0, 二 ,一 部 都 不 是 
f(z) 5 gGO 的 CM 公共 值 , 事 实 上 两 者 取 值 的 重 级 对 每 个 值 都 
不 相同 , 即 0,00, L, — D, Bp SO 与 gz) 的 DM 公共 值 . F) 
不 为 g(z) 的 线性 变换 是 显然 的 . 1979 年 ,Gundersen 得 到 了 下 
述 定 理 . 

定理 4.5 设 f(z) Sg GO 为 非常 数 亚 纯 阔 数 ,a)(j = 1,2,3, 
4) 为 四 个 判别 的 复数 . 如 果 Araza; 为 fG) 5 go 的 CM 公共 
{a X /GO 5 g GO MAHE, Bl] a 429g AGO 5 g GO H0 CM 
公共 值 . 于 是 定理 4. 3 的 结论 成 立 . 

证 ， 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 2a) 二 1,as = 0,as 一 co ai 一 5. 今 


FE) gíig—o 
Fe) = PEEL ED. (4. 2. 2) 


8 FG) 三 0, 则 ec 为 jz) 5 gGo 的 CM 公共 值 .于 是 定理 4.5 
RY. Bd Fo 天 0. 由 引 理 4.3 得 
m(r,F) — Sir, f). 
H 1,0,oc 为 f(z) 5 g GO 的 CM 公共 值 , 故 F(z) 无 极点 .于 是 
T(r,F) — mir,F) = SCr,7). 
END 5j gG 的 e 公共 值 ,由 (4, 2.2) 得 
Neyt <) 一 Nac io xNedo 


ET Oc) LOD SEA. (4.2. 3) 
不 失 一 般 性 ,不 妨 设 
NGA p *3e. (4. 2. 4) 


Ce) = LY ZD ag) 


TEZO ge ey (4. 2. 5) 
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WE GG) = 0,ll] c 2M GO 5 g GO 的 CM 公共 值 .于 是 定理 4.5 
成 立 . 下 设 GGO Æ 0. HRS TRE 4.3 得 

mir,G) = Sr, f). 
H 0,oe X fa) 5 gGO 的 CM 公共 值 ,c 为 f(z) 与 g(xz) 的 IM 公 
共 值 ,由 (4. 2. 3),(4.2.5) 得 


NG,G) & Nt, 4 


f-—c 


)-5SG,. 
于 是 

TryC) 一 Sr 六. 
注意 到 ,1 为 jx) 5 g GO 的 CM 公共 值 , 由 人 4. 2. 5) 得 


Tp ENCqOKTGO £00) = 86,5, 


这 与 (4. 2. 4) 矛盾 , 这 就 完成 了 定理 4. 5 的 证 明 ， 
4.2.2 4“CM” = 4CM 定理 
WE f(z) 5g gGO HERRER a 为 任意 复数 , 我 们 用 


N,G,a) 表示 了 (zx) —a 5 gGO 一 a 公共 零点 的 计数 函数 ,每 个 零 
点 仅 计 一 次 .如果 


No. — Nl(r,a) = Sr, f) 


KNtr. 


及 


Nír, Ll — N, (r,a) = Sr,g), 


则 我 们 称 a 为 f(z) 5 gl) 的 *IM” 公 共 值 . 显然 ,车 a 为 f(z) 与 
8 (z) 的 IM 公共 值 , 则 a 必 为 f(z) 与 g(z) 的 *IM” 公 共 值 ,反之 
不 一 定 成 立 . 使 用 与 证 明定 理 4. 4 完全 类 似 的 证 明 方 法 ,可 以 证 明 
下 述 

定理 4.6 设 fz) 与 g(xz) 为 非常 数 亚 纯 隆 数 ,aj(j = 1,2,3， 
4) 为 其 判别 的 “IM” 公 共 值 . m JR. fO 3€ g GO B gt 8 4. 4 的 结论 
G—O)D 成 立 ， 

显然 定理 4. 6 为 定理 4. 4 的 推广 . 
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设 f(z) 与 &(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,ae 为 任意 复 教 . 我 们 用 
Nelr,a) 表示 f(x) 一 a 与 g(z) 一 a 具有 相同 重 级 的 共 公 零点 的 
计数 函数 ,每 个 零点 仅 计 一 次 .如 果 


Nc. y 2 — Nera) — SG. f) 


及 
Nel — Nelra) = S(r,g), 


则 我 们 称 a 为 f(x) 5 go Bü "CM" 公共 值 . 

注意 到 Nelra) x Nira) RITA FË 

9[38 4.4 车 a 为 /(z) gGO 的 “CM?” RAHE, W a 必 为 
FG) 与 g(z) HIM” 公共 值 ， 

Mues” 改进 了 定理 4. 3, 证 明了 下 述 

定理 4.7 设 f(zx) 与 g(x) 为 非常 数 亚 纯 闲 数 ,ai( 一 1.2,3， 
4) 为 四 个 判别 的 复数 . 如 果 f(z) sm gll), Ha, G — 1,2,3,4) 为 
f(z) 5 gGO I "CM" 公共 值 ， 则 aG — 1,2,3,4) 必 为 f(z) 与 
g(z) 的 CM 公共 值 , 于 是 定理 4.3 的 结论 成 立 . 

证 .。 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 al = 0, a 一 1，as 一 co， a, 一 上 1 
并 且 

Nr p S61) No) #7). (4. 2. 6) 


H 0,1,9,0 为 f(z) 5 gGO 的 <CM?” 公共 值 ,由 引 理 4.4 及 定理 
4.6 的 Civ),(v) 得 


NaQ.J) + Noir = SG. (4. 2. 7) 
及 
Nido - Net 2 $6.5. 
Fi g 
令 
H=- (4. 2. 8) 
则 有 


mír,H) Slr, f). 
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及 
N(Gr,H)sN(G.f)— Nero) + NCOr,g) — Ngiro) 
Kep L Ke L 
+t Nr,F) ENG) 
= Sr. 


于 是 
Tir, H) =S, f). 


U zo 为 f(z) 的 单 极点 ,也 为 gCz) 的 单 极点 ,并 设 
f(z) = DA ^b, + hlz — zm c, 


C1 


z— z, 十 cz 十 cz — za) 十 …- 
通过 计算 知 ,zo gH. 的 零点 . 再 由 (4. 2.7) 得 
ND = $6,0 SNTE STEH) + 00) = SG). 


FÆ NGAN = SG,7,3x5 (4.2.6) 矛盾 . EI, H — 0. 再 由 
(4. 2.8) 得 


glz) = 


fiz) = Ag(z} — B, (4. 2. 9) 
其 中 4,8 为 积分 常数 . 
由 (4.2. 6), (4.2.9) 48 B = 0. 于 是 
f) = Ag(z). (4. 2. 10) 


注意 到 f(z) Ega) BEA S51. BASE OBDA Lue £3 foo 与 
gz) 的 Picard 例外 值 . 再 由 (4.2.10) W, A. Ac 也 为 f(z) 的 
Picard 例外 值 . 于 是 
刀 =-c，4dc 一 1. 

由 此 即 得 < = 1E fiss— go. FRE 0.1,oo,c P3 f) 与 
gG) 的 CM 公共 值 , 并 日 定理 4. 3 的 结论 成 立 . 

显然 上 述 定 理 4.7 的 证 明 实际 上 也 是 定理 4. 3 的 第 三 个 证 
RH. 应 用 和 定理 4.7, 可 以 证 明 下 述 

定理 4.8 HIO Ega) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(j — 1.2.8, 
4) 为 四 个 判别 的 复数 , 设 f(z) SÉ ge), H aC — 1,2,3,4) 为 
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f(z) 5 gGO 的 IM 公共 值 . nA Nc. uA um Sir, PD. NG, 


TE = Sr, f) Ria = 1,2,3,4) 必 为 f(z) 与 g(z) 的 CM 


公共 值 .于 是 定理 4. 3 的 结论 成 立 . 
证 . 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 a; 二 0， az = cc aa 一 1，a 一 上 
Du 


Ne, =S, Neo,f) =S. 
于 是 0,ce 为 f(z) d 的 “CM” 公共 值 . 再 由 引 理 3. 9 得 
N.G. 03 DETEN HSCS), 


于 是 
NG. P Notzt P? TS, 
Fedr,F DSA). 
同 理 可 得 
Nor, D LS,.f) 
因此 ,我 们 有 
= ER EA - 
Nepi S NEC D > Npp — Net, i D 
a NER E 
三 二 Nr,F = D + Sir, f). 
故 


Niare Nee 
再 由 定理 4.4 的 系 扼 得 
Ner. D = Negi 86. 


这 就 证 明 ,1 为 .A(z) 5 g Go HCM” AR. AE IE c 39 e) 
与 g(z) HCM" ZEB. FEO, 00.1, c E F2 5 gGO HCM” 
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公共 值 . 由 定理 4.7 即 得 0,oo0,1,c 为 f(z) 与 glz) 的 CM 公共 值 ， 
在 $4.2.4 节 中 ,我 们 将 应 用 定理 4.7 证 明 Uedac 的 一 个 结 
果 . 


42.3 一 个 引 理 


为 了 证 明 Ueda'*? 的 一 个 结果 ,我们 还 需要 下 述 引 理 . 这 个 引 
理 在 第 五 章 也 用 到 . 

引 理 4.5 设 f(z) 与 g (x) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,a,(j 二 1,2,3， 
4) 为 四 个 判别 的 复数 . 如 果 f(z) sg. HB aG — 1,2,3) 为 
f) 与 g(z) n CM 公共 值 , 则 


Nory- m 736€ D, NaG' 


证 ， nu pce al 一 0， Du nut dd 
3tH 


"e = S(r,g). 


NGA) £S, f). 
H 0.1,oc 为 f(z) 与 g(x) 的 CM 公共 值 , 故 
fo Clg. (4.2.1D 


d o. 
g &—1 

其 中 加 (z) 4 ARERR B A(z) 天 8(z) 得 上 天 1 (= 1， 

2,3) KP. 4 = 4$, — h. Edi. 2.1D 得 


= Ad S uas: 

f/f- kim. (4. 2.12) 

由 Ne,+) ESON) 5. eh 关 常 数 . 
由 (4.2.12) 得 
et; — 内 一 (1 一 

f-c- T —u-9 (4.2.13) 
设 

Hz) £eh9) — geh? — (1 — c), (4. 2. 14) 


E (4.2. 130 4l H GO 5 0. BL f£ — c BE E b H SER. 显然 有 
TG.) < Ne 二) HNG, 二 1) 十 NGr,z) 十 SG,g) 
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=N P + NG FE NGA + SG) 


« 3T G, f) S,.g) 
z= 3T (r, f) 十 Sir, f). 


再 由 (4. 2. 1D 得 
Tiriea) s TG, c TG,.g) ToO 
« AT GA) HSE A, (4. 2. 15) 
T (re^) « AT Cr, f) 十 Sr. (4. 2. 16) 
Ee i 


T Gre « TG ,e^) +T r,e) + 00D 
« ST Gf) S.D», 
TG.H) « T Geh) + TG,e5) 十 DG) 
<TD 十 Sr (4. 2. 17) 
我 们 区 分 三 种 情形 . 
D (Ri eh = K AP KE 0,1) 为 常数 . 由 (4. 2.14) 得 
五 (z) = e^? — (cK, 4-1 — e). 
Bz HS) 一 c 的 p 重 零点 , 其 中 pp 之 2, M z DWE H C) 一 
0, H'l) = 0. 于 是 得 
Plz) 一 0， 
注意 到 e^ z5 常数 , 故 风 :和 关 0. 因 此 


Natr 天 一-) < 2NG dO 
sz 2T(Gr.$;5-rO(). (4. 2. 18) 


由 定理 1.47 得 
Terp) = St e^). (4. 2. 19) 
结合 (4. 2.160, (4. 2.185. (4. 2. 19) 得 
Not) = S(r, f). 
2) RR A = K, HP KE 0,1) AEG] eh 二 ehh — 
x 再 由 (4. 2. 14) 得 
2 
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H= (1 -g 一 (1 一 c). 


Fi- g TONHA #1 -&, 40650 类 似 , 也 可 
得 到 


Natry} 2-565. 


D Reh, ei 均 不 为 常数 . 故 eh RAAR VE ze 为 FCz) 

一 c 的 p EX Gir pc 3, zs, VRE 
H(z)-0, H'(x)-0, H") = 0. 

E H'l) = 0, H'(z)-0 得 
P GO CH GO HR 309070 — GO CE" Czo) HCR alzo) = 0. 
u 
GG) = fL GXC$ z+ (83009 — K 1GO GP" G2 + G2 GO)72. 
W Gin — 0. WE GGO = 0, M 


积分 两 次 即 得 

e^ 十 Aeh = B, f (4. 2. 20) 
其 中 4,8 为 积分 常数 ,日 4 关 0. 注 意 到 e 不 为 常数 . 应 用 定理 
1.55, 由 (4, 2. 20) B B = 0. FÆ et 为 常数 , 这 是 一 个 矛盾 . 这 
就 得 到 G(z) z5 0. 因此 


一 D. 
g EBD 
Natr. , L) = Sír, f) 
jE] 88 RJ HE 
Natr, = Slr,g) 
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4.2.4 Ueda 的 一 个 结果 


H. Ueda'? 证 明了 下 述 

定理 4.9 设 f(z) 与 g(x) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aj(j 一 1,2,3， 
4) 为 四 个 判别 的 复数 .如 果 f(z) A g(z) ,aj(i m 1,2,3) 为 了 (z) 
£i g Cz) PCM AHE, H Es (4, — Es G0 ,其 中 为 正 整 数 
sk oo. HE ze 2, Wa £2 5 gG) 的 CM 公共 值 ， 于 是 定理 4.3 
的 结论 成 立 . 

显然 定理 4. 9 是 定理 4.5 的 推广 . SH b — 1 时 ,定理 4.9 不 再 成 
并 ,例如 ; 设 f(z) 二 e* 二 er* 十 1,8(z) — et Fe d 1. 容易 验证 


0.1,0o Mt f) 与 g(z) 的 CM AUR RESI - EG. 


g= $), pŠ 不 为 S 5 g G2 的 CM 公共 值 . 事实 上 ,f(z) 一 


= (+ bee — i = {e-* 十 一 ix. H. Ueda? 原来 的 证 明 


很 长 ,我 们 应 用 定理 4. mame i RT 9 的 一 个 简化 
证 明 . 
不 失 -- 般 性 ,不妨 设 a = l, a 一 0， aa 一 00,0, 7 c. 令 
Pus AL s CERTE (4.2. 21) 
AER FG) = 0, W c 为 f(z) 与 g(z) 的 CM 公共 值 . 于 是 定理 4.9 
成 立 , 下 设 FO 天 0. 由 引 理 4.3 得 
mir, F) — Sir,f). 
TRF) 无 极点 , 故 
Tir, F) =m, F) —Sr,f). 
BNC, H F …c 与 g(z) 一 5 的 公共 零点 的 计数 函数 ， 
每 个 零点 计 一 次 . 由 (4. 2. 21) 得 


Nlric) xt NEG, D< TGc,F)-— O1) = Str.. 


注意 到 Ep (C, f) = En lesg) k > 2,3E HIS 4.518 
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Neyt D S Notre) + Nantri uL 
2 Sirf). 
同 理 可 得 l 


Noa, 
于 是 c 为 f(z) 与 g(z) 的 “CM*” 公 共和 值 . 再 由 定理 4.7 知 ,c 为 f(z) 
5 gG) 的 CM 公共 值 .于 是 定理 4.9 也 成 立 . 
显然 ,上 述 定理 4.9 的 证 明 也 是 定理 4. 5 的 一 个 简化 证 明 . 


与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Gundersen?,Mues'?, 
Jank-Volkmann'? ,Frank ,UedacG 3 


$4.3 2CM 值 2IM 值 定理 


前 面 讨论 了 ff 与 8 具有 3 个 CM 公共 值 及 1 个 IM 公共 值 的 
情况 . 接着 很 自然 是 讨论 2 个 CM 公共 值 及 2 个 IM 公共 值 时 的 情 
DL. 这 时 需 对 两 欧 数 的 零点 ,极点 等 作 进 一 步 的 刻 划 . 这 方面 
Gundersen, Mues 等 作 了 主要 的 贡献 . 特别 引进 了 许多 新 的 方法 ， 
开拓 了 此 方面 的 研究 . 


4.3.1 JASE 


我 们 需要 下 述 
引 理 4.6 设 Fz) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,co,c 为 其 
判别 的 IM 公共 值 , 且 Ao 3 gi). 设 


汪 uu. -E (路 | 人 ,& 
E £ Ju EANA c pg g &g — 2g 
mu GF HF ab Ur d T yer g 3} 


如 果 «:0,82É0. Wl 
Tide NGOs Niro) 十 Nc. d 


=. Nglr,0) +S, f) (4. 3.1) 
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TG, « Ni, f) — Nr, oo) 十 Cr 了) 


— Nelr,0) + Sir, D. (4. 3. 2) 
uw. 显然 有 
míra) = Sir, f). 
设 ” 为 f(z) 一 1 或 f(z) 一 c 的 零点 ,并 设 在 2 = z 附近 
f) = a + blz — z) + bua — 3) 十 … 653550), 
giz) = a + e, c — zi)? + eui (x — xm? - b e (0, x0), 
其 中 a = 1 或 c. 通过 计算 得 
a) = (LH 
= OOQ)D. 
于 是 f(z) 一 1 与 f(z) 一 c 的 零点 均 不 为 a(z) 的 极点 . BRO) 
与 g(z) 重 级 相同 的 零点 和 重 级 相同 的 极点 也 不 为 a(z) 的 极点 . 
再 由 定理 4.4 的 (iv) 得 
Niria) < Nir, f) — Nelrso0) 十 Nc.) — Ns(r,0) 


) = 


# N) $ N. Gs iD SG. 


= No. Ni. o0) HN, F) -NEED SG. D. 
由 此 即 得 (4, 3. 10. 同 理 可 得 (4. 3. 2). 


引 理 4.7 RJ) 5ga) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,-ovc 为 其 
判别 的 IM 公共 秆 ,日 f(z) 关 g GO. WE 


F. — g-ga) fomno 
' güf-—Dt(s-co' |. f(ig—nd-co' 
F gd- g) G= Fu 


C gg—1DG--o0' fO -—DG-cY 


jy 


T.F) x ji PLE DEIC, 


Try STO, g) 一 Ncc 


p^*See» 


TG ,FO x Tir,f) — Werl D HSG), 
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TEG & TG — Noc 12 + Str,a). 
证 ， 注意 到 
I CREME dr NM dm 
t= ie ey g—e! UT ESL 


由 引 理 4. 3 得 
mr EFDs SUMI p t$. 


设 z, 为 f(z) 一 c 的 零点 , 则 xz。 为 f 一 g 的 
零点 , 故 z 不 为 的 极点 . 同 理 可 证 f(z) 的 零点 也 不 为 F 的 极 
mE xt 为 f(z) 的 重 极点 ,为 g(x) 的 9 ERA M: 至 多 为 
f(z) — g(z) Qj max(f.q) 重 极点 ,于 是 
F,(z) = O((z — g^) t Gt meo] 
—O0(z—rz yitti-memieag)y 

Ar 不 为 Fi 的 极点 . 设 z 为 了 一 1 的 p 重 零点 , 则 zl 也 为 了 一 
e 的 零点 .于 是 zl BZA F 的 p 一 1 重 极点 ,这 就 证 明了 


NGF) & No. "1 》 Ne, 


1 
由 此 即 得 
Tr, Fò m. D HNG, pt -Nopi T) 十 So， 
f 
一 Tr,f) Ez No. pt D -+ SG, f). 
同 理 可 证 


D 十 Sr E)， 


T(G.G) x T(r,e) - Ne. 
TGc,FoxTG.h- Noa DESE), 


TG,G) « TGr,gi-- N, L T Gag). 


5184.8 设 f(z) 与 g《z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,co,c 为 其 
判别 的 IM 公共 值 , 且 FG gae). 
+ 264 * 


y — dé — (1-4 oy, 
ò= £g (+ oy, 
Rn gs. 1:9) Brsg SESS EG a, A 29 9| BB 4. 6 中 所 定义 的 函数 . 
Er 为 zz) 与 5(Cz) 的 公共 单 零点 ,zo 为 了 (z) 5 g GO 的 公共 单 
极点 ; 则 YC(z0o) = 0, 6G.) = 0. 
uE. 设 在 z = z 附近 - 
fiz) = alz — za) + ale — z) + e, Ca 20, 
giz) = hlz — z) + bz — z)? + e, (30. 
通过 计算 得 
9G) 一 Fla — h), 


aGy) = (1 + LG — h). 


于 是 
Y(z,) = (a(z,2)? — O + edi) 一 0. 
设 在 z = z- 附近 


Fi) = H He HOla), GEO, 


ga) = E Hdi +O ro), (di #0). 
通过 计算 得 
pb us 
ped = d - b, 


BG.) = Qc oq. - ix 


1 
d, 
于 是 
Slza) = (GL) — (十 cap = 0. 

应 用 与 证 明 引 理 4. 8 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 下 述 

引 理 4.9 在 引 理 4. 8 的 假设 下 ,我 们 有 

alzo) = (I + FG = O + 0G GO = Od 0F.GO 

= (1 + c)G. Cz)» 
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Bea) = (1 + OF. GO = (+ OG GL = (1 H OF GL) 
= (1-o0G.G.), 
其 中 FG FoG 为 引 理 4.7 所 定义 的 函数 . 
证 ， 应 用 引 理 4. 8 的 证 明 所 用 的 符号 ,通过 计算 得 
F, (20) = GG) 一 已 Co) = GG) = La — b), 


EA RY AE OE AC em 1 c 
1 


d, 
由 此 即 可 得 到 引 理 4. 9 的 结论 . 
4.3.2 2CM 十 2IM = 4CM 定理 


1983 4E , Gundersen' 改进 了 定理 4. 5, 得 出 了 下 述 定理 . 
定理 4.10 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 晒 数 ,a,(j — 1,2, 
3,4) 为 四 个 判别 的 复数 . 如 果 f(z) Eg GO. Haa: 为 f(z) 与 
glz) 的 CM AHE ana, 为 f(z) 与 g(z) 的 IM 公共 值 , 则 esyas 
必 为 f(z) 与 gz) 的 CM 公共 值 .于 是 定理 4. 3 的 结论 成 立 ， 
然而 ,1983 年 ,Gundersene 对 定理 4, 10 的 证 明 有 错 . 1987 
年 ,Gundersen'” 纠正 了 他 本 人 的 错误 ,给 出 了 定理 4. 10 的 正确 证 
BE. Gundersen^^" 对 定理 4.10 的 证 明 很 长 我们 不 再 给 予 介 绍 ,可 
参看 Gundersen™*. 下 面 我 们 将 给 出 定理 4. 10 的 一 个 简化 证 明 . 
不 失 一 般 性 ,不 妨 设 a = 0,a; = 0,a. = lsa, = c, RE FH 
84.3.1 节 诸 引 理 中 所 用 的 符号 .我们 区 分 四 种 情况 . 
D 假设 7Y 半 0,6 关 CG. 
注意 到 0,ee 为 f(z) 与 g(z) 的 CM 公共 值 ,由 引 理 4.6,4.8 


得 
NEGO & No,10 KTE, OQ) 


—r,a-—(1-cX4») + OXOD 
x 2T Crya) 4 TGr,40 十 加 (1) 
= Sír, f), 

再 应 用 定理 4.4 的 系 得 
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Noo 一 SG, f. 
EE, pH 5| B 4.6,4.8 b Ade 4 的 系 得 
NFDS Ne, 4 3)—T(G,6 — Ol) = S(r, f). 


由 定理 4. 8 A00, 1,c 均 为 f(z}) 5i g GO 的 CM 公共 值 . 
2) R8 Y Æ 0,8 = 0. 
gi *sÉ0,5 D 类 似 , 可 以 得 到 
No) zt. (4.3.3) 
PERR cA 105. mE F = G, 


fE- _g'g-—l1) 
Kf—o sig-o' 


因此 0,1,05,c 2978 f£ (GO 5i g GO 的 CM 公共 值 . mE F — GL. E] 
理 醋 证 ,0,1,eoyce 为 f(z) 与 gz) 的 CM 公共 值 . FUE FL EG, 
E GB Fi ÆG 知 , 两 函数 

B—--o0F, B— (1-4do0G. 
中 至 少 有 一 -个 不 恒 等 于 0. 由 引 理 46,4. 7,4.9 得 


No, PNG, go dog STOD +T, F) +00) 


< To, f) E NG DP + SC. P 


或 
Na f) <N, g- —ü pae) «Te HTE, F) 00 
«TG,f)— Nc. p 17 + SCr,f). (4. 3. 4) 
与 上 面 类 似 , 由 两 消 数 
B—G-c-o0F, BAHG., 
我 们 也 可 得 到 


NG < TOD No, loy Sir, f) (4.3.5) 
结合 (4, 3. 42, (4. 3. 5) ,并 应 用 定理 4. ama 


AF P i 1 Y 1 
2N(r,. P «2TG,f) —N (r,F 1) = NGF E 22 4S.) 


一 六 Cr, 十 Re, 了 ) + SG... 
于 是 
Ne. <N(r,}) + SG. f. 


再 由 C4. 3. 3) 得 
N,N = SG. (4. 3. 6) 
应 用 定理 4.8, H1 (4. 3.32, (4. 3. 6). Bf A], 0,00,1,c 均 为 f(z) 与 
g(z) 的 CM AHH. 
下 面 再 考虑 < 二 一 1 的 情况 . 由 三 0 得 8 二 0. 积分 得 
(4. 3.7) 


其 中 AGE O 为 积分 常数 .车 1, 一 1 均 为 f(z) 的 Picard 例外 值 ， 
WJ i, 一 1,0,00 均 为 f(z) 53 g (0 的 CM 公共 值 .不 失 一 般 性 ,不 
妨 设 1 不 为 /A(z) 的 Picard 例外 值 . 则 存在 zi, 使 f(z1) = giz) 一 
1. 设 在 z = z, 附近 
Je) = 1b and be — zt B 0,0), 
glz) = 1d ai az H cuG-—z)'-- e (x0). 


由 (4. 3. 7) ,通过 计算 得 4 = A TR 


Ne g . gZ- (4. 3. 8) 
再 设 
fF P g 
人 
FR (4. 3. 9) 
如 果 a= 0, WA 
NE i 本 
a 5p (4. 3. 10) 
结合 (4. 3. 80, (4. 3. 100 得 £^ m gt. RR 
f2B«*g, (4.3. 11) 


KD BOR. HUE B —1lBWfSagdkB-lis TEBA 
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exp( Zi) git exp( fi). 由 (4.3.11) 知 ,1, — 1,8, 一 B ES S) 

的 Picard 例外 值 , 这 是 一 个 矛盾 . T 4E A25 0. 06318 4.3 得 
m(r,A) = Sir, f). 

BRS 的 极点 不 为 人 的 极点 . 设 >" 为 f(z) 一 1 与 g(z) 一 1 的 

一 个 零点 , 设 在 < 二 <" 附近 

f) = 1 + balz — z“) bn 2 tl 二 5,350), 

glz) = 1 e, lz —z* Y +H enple — zH H ee, G0). 


由 (C4. 3.8) 得 再 由 (4, 3.9) 得 
2m 


re> z’ 


A) 一 人 +00» aque 
q z—r 


= O00). 
故 z* 椒 为 的 极点 , 同 理 可 证 了 f(z) 十 1 与 8(z) 十 1 的 零点 也 不 
为 AGO 的 极点 .因此 
No, 去 Ndr,y). 
再 由 (4. 3. 3) 得 
Nir = Sir f). 
于 是 
Tr, A = Sir, f). 
设 z 为 (x) 与 g(z) BS: ER. d (4.3.90 Az" 为 4 的 零点 ， 
甚 重 级 至 少 为 2 — 1. 这 就 得 到 


NoD x NG AD « TG,2 +00) 


= Sír, f). 
由 定理 4.8, 我 们 也 可 得 到 ,0,co,1, 一 1 均 为 f(z) 5 g GO 的 CM 
公共 值 . 
3) 假设 7 二 0,6 关 . 
由 8 天 0, 与 1) 类似 ,可 以 得 到 
Ne, P = Sir, f). (4. 3. 12) 
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HACER c — 荆 的 情况 . 如 果 F, = G R F, = Ge. 5 25 类 
似 , 可 证 0,1,o0,c 均 为 f(z) S g GO 的 CM 公共 值 . FE FL G, 
F. ZG. By F ÆG AI. PAR AX 
a— (i+oOF,  «— (4 0G, 
中 至 少 有 一 个 不 便 等 于 0. 由 引 理 4.6.4. 7,4. 9 得 


Nc.) « NG, «x TG,a) +T, F) 4-000 


SEE ee 
du E 
<T, N- -Nr ui p? 十 SCr, f) 


或 
Ni o) «ONG, ~ I T6 xTG.e)-TGO,GO +01) 
P UR CA (4. 3.13) 
与 上 面 类 似 ,由 两 函数 
一 《1 十 上 ) 严 ， e — Id 0G, 
我 们 也 可 得 到 


Nc, « TG. f) 2 Ney IESG A). (4.3.14) 
合 (4. 3.13), (4. 3. 10 ,并 应 用 定理 4.4 的 (ii) 得 


Nc... — LLN 1 
ZN Gg) < 2T Gf) Nieder Niro SGS) 


= NG,f)4 Ne.» + SG.f. 
于 是 
Ne, 4) < Nr,f) + SC, f. 
再 由 (4. 3. 12) 得 
Ne, 3) zs; (4. 3. 15) 
与 前 面 类 似 , 由 (4.3.12),(4. 3.15) n] f8,0,05,1,c 均 为 f(z) 与 
glz) 的 CM 公共 值 . 
下 面 再 考虑 < = 一 1 的 情况 ,由 7 三 0 得 «三 0. 积分 得 
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f g 


yu c5. (4.3.16) 
其 中 AE 0) 为 积分 常数 . 再 设 

cr. de CERES 

prt y 1 A p-r (4. 3. 17) 
AR e= o WE 

ON E um (4. 3. 18) 


" 
Hi (4. 3.16). (4. 3. 18) 得 P? e g?. p 20 RMU t SD REI OI TE TE 
DEI 
H 5| 8 4. 3 得 
mür,u)-—S,.f. 
与 2) 2& (D. H (4. 3.160, (4. 3. 17) 可 以 证 明 ,7 了 一 1 十 1 的 零点 
均 不 为 产 的 极点 . 故 
Ni. s Ni). 
再 由 (4. 3. 12) 得 
Nér,u) = Str. f). 
因此 
TGr.p) = Str, PD. 
显然 了 前 零点 为 上 的 零点 .于 是 
Nc.) <Ne STO +00) = SG, f). 


(4. 3. 19) 

与 前 面 类 似 , 由 (4. 3.120, (4. 3. 190 我 们 也 可 以 得 到 0,co,1, — 1 
均 为 fG) 与 g(x) 的 CM 公共 值 . 

4) RE Y=0 = 0. 则 有 

Y — =Q. 
注意 到 
Y -- 8 = a — Bg — (e+ B(a— f». 

于 是 a 十 8 三 0 或 a 一 8 三 0. 

如 果 a 一 8 三 0, 注意 到 


"271* 


于 是 


< 六 


P" 
= 一 ， 
E 


积分 得 
f(z) =A- gle), 
ERAGO 为 积分 常数 . 与 前 面 类 似 , 可 得 4 二 c= 二 一 1, 且 0,1， 
œ, K A f 与 g(z) 的 CM 公共 值 . 
WR a 十 户 圭 0. 注意 到 


MNT E Er ud N^ J A E a g 5 g 

a 十 及 一 (2 P 2CE mm (2 = 2 zn es 
于 是 

p" f 2E g g 

f gy—1 foe g g—l 8 一 
积分 得 

£ m g' 
D DUO (g —10)G-—c0' (4. 3. 20) 


EH AC? 00 fU RENI mR e 3929 fF (0 B3 Picard 例外 值 , 则 
0,95041,c 均 为 f(z) 与 g(z) 的 CM 公共 值 .不 失 一 般 性 , 设 存在 zi， 
使 f(z1) = ge) = 1, 设 在 z = zi 附近 
f) == 1 i blz =Y topl — z+ (5,40), 
glz) = 1 + eG x deua zT Be (co 0. 
由 “4. 3. 20) ,通过 计算 得 4 一 台 . 于 是 
gf pg 


FI) &g-DG-oO:' 
再 积分 得 l 
dy = B. Ey, (4. 3. 22D 
-— € Ec 


其 中 BOE 0) 为 积分 常数 . 由 (4. 3.2) 得 
qT Gr, f£ = BT Gg) + OO. 
再 由 定理 4.4 的 (1) 得 p = ,于 是 


"ai DESISE diei d 
f-—c gc 
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由 此 即 得 1,c 也 为 f(z) 5 g GO 的 CM 公共 值 . 
这 就 完成 了 定理 4. 10 的 证 明 . 


4.3.3 Mues 的 两 个 结果 


我 们 先 引进 一 个 定义 . 
设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 任意 复数 . 如 果 a 为 
f(z) 5j gGO 的 IM 公共 值 ,定义 


Nemed o 


lim e x^ MS NG. pA zÉo, 


! i 3 N41) 20. 
其 中 Nelra) Jy 84.2.2 中 所 定义 的 十， 

显然 ;如 果 a 为 fiz) 与 glz) 的 CM 公共 值 , 则 rla) — 1. 

E. Mues* 改进 了 定理 4. 10, 证 明了 下 述 

定理 4.11 设 f(z) 与 8(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aG — 1,2, 
3.40 为 四 个 判别 的 复数 ,日 0 E E GO, 如果 a 为 f(z) 与 g(x) 
的 CM AH sanana, 为 f(z) 与 8(z) 的 IM AH, H rla) > 
E , 则 azara DJ ft 43 gGO 的 CM 公共 值 ,于 是 定理 4.3 的 
结论 成 立 . 

证 ” 椒 失 -~… 般 性 ,不 妨 设 4; = 20,4; = 0,a; = 1,a, = c. K 
用 84.3.2 WER 4. 10 的 证 明 中 所 用 的 符号 ,我 们 区 分 三 种 情 
n. 

D fibYzoozno 

注意 到 oo 9 G0 5 g GO 的 CM 公共 值 ,由 引 理 :.5,4.8 得 

NPO s No. 22 ET OQ) 

= T. (oY) + OU) 
& 2T G2) +T, gp) +a) 
< Ne, — 2Ng(r,0) + SC, f). 
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再 应 用 定理 4.4 的 系 得 
Ner, = NBE(r,0) 十 Sr 三 


于 是 
3Ne(r,0) 去 ZN Gp) 86.5. 


再 由 定理 4.11 的 假设 r(0) > F 得 


页 or 了) =S, f). (4. 3. 22) 
同 理 ,由 引 理 4. 6,4. 8 和 定理 4. 4 的 系 得 
Ni f) NGA) KTE + 00) 
= TG,P - 0 03 + OU) 
x 2T GB» o THD + O00 


< Nep) — 2N,G,0) + SCD. (4.8.23) 
Bi 4.3. 227,(4. 3.23) 即 得 
N(r,f)-SG,f). (4. 3. 24) 


应 用 定理 4.8, di (4. 3. 232, (4. 3. 24) 即 知 ,0,o0,1,c 为 f(z) 与 
gGO 的 CM 公共 值 . 


2) fug 856-—o. 
由 人 三 0 得 
B sm + eg. 
设 
ffr(g— 1)(g—e) 
"gag ~ DCF ey 
容易 验证 
g- T. 
TX 
dy = (1-4 eg. (4. 3. 25) 


在 $4.1.3 节 定理 4.4 的 证 明 中 已 证 ,为 整 函数 ,由 (4. 33. 250 知 ， 
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0,oo 均 为 7 的 Picard 例外 值 , 于 是 得 
ff 1D o0. 
gaff C4. 3. 26) 

XB p AERA, d CL. 3.26) 即 知 ,0,eo 3929 f£. 5 g 的 CM 公共 

值 . 由 定理 4. 10 即 得 ,0,co 1,0 MES /G 与 g GO 的 CM 公共 值 


3) 假设 > 二 0. 则 有 


& = (1 -4ecXg. 
E 
Bx EG —D — 
EJXF-—DO-—o 
容易 验证 
PEEL A 
"E 
于 是 


$e atoy. 


与 情况 2) 的 证 明 类 似 , 由 y AERAR 48 0 co 19759 6 6] Picard 例 
外 值 , 于 是 得 
fag 31) —2 
gff—npou-—co 
其 中 SEE REC. 由 (4. 3.27) 即 知 ,0,co Eg f£ 5 g 的 CM 公共 
(8. 由 定理 4.10 BO 48,0. 00,1,0 2929 FG Si ge GO 的 CM 公共 值 . 
显然 定理 4.10 为 定理 4. 11 的 一 个 简单 推论 . 
E. Mues* 还 证 明了 下 述 
定理 4.12 Ur [Go Sg GO 为 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(j 一 1,2， 
3,4) 为 四 个 判别 的 复数 , 且 f(z) Ael), 2E Ee Ca azara) 一 
Eds 如 果 al fO 5 gi 的 CM 公共 值 ,asyaayas 为 f(z) 与 


go 的 IM 公共 值 , 且 Tid.) > i. 则 CEEL ERL 必 为 fc) 与 glz) 


的 CM 公共 值 . 于 是 定理 4. 3 的 结论 成 立 . 
在 证 明定 理 4.12 以 前 ,我 们 先 来 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 4.10 we) 与 gz) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,o2, 一 ] 
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= e, (4. 3. 27) 


为 其 判别 的 IM 公共 值 . 设 ze AS 5S & GO 的 公共 单 零 点 ,ze 为 
fG) 与 g(z) 的 公共 单 极 点 , 则 a) = 0,8.) — 0, KP o A 
引 理 4.6 中 所 定义 的 函数 ,c — — 1. 

WE. 注意 到 c == 一 1. 由 引 理 4.8 的 证 明 , 即 得 e) = 0, 
B(z0) — 0. 

下 面 证 明定 理 4.12. 

不 失 一 般 性 ,不 妨 设 ai = 09,4, = 0,45 = 1 sa, = c, H laaz, 
4d4,4,) 二 一 1 得 (co0,0,1,c) 一 一 1. 由 此 即 得 c = 1. 

应 用 $4.3.2 PER 4. 10 的 证 明 中 所 用 的 符号 . 我 们 区 分 两 
种 情况 . 

1) 假设 < 和 0,8 尖 0 

注意 到 oo G) 5 ge Go 的 CM 公共 值 . 由 引 理 4.6,4.10 即 
得 

NPO SNG, 


s | 


Ox TG, +O) 


mn 


< NG,.—2-— Ng(G,0) + SCr f. 
再 应 用 定理 4.4 的 系 得 
Natr.0) «NGA — Ne(r,0) + Str. f). 


EN 


于 是 
2N,G.0) < Neh + SCr,f). 
再 由 定理 4. 12 的 假设 rt0) — i 得 
Nero So. (4. 2. 28) 
问 理 ,由 引 理 4. 6,4. 10 和 定理 4.4 的 系 得 
FDS NG«-$) « TG,]) + OQ) 
<Ne, P 一 Netr,0) SG. 


再 由 (4. 3.28) 即 得 
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Ne, P = Str, f). (4. 3. 29) 
应 用 定理 4,8, 由 (4. 3. 28), (4. 3.29) 即 知 ,0,c0,1, 一 1 均 为 f(x) 
与 g(x) 的 CM 公共 值 . 
2) 假设 8-0. 
由 8 三 0, 积分 得 


x A An EU E g'g 
GQ—DJQXD5^^'g-pbGcp (539 


其 中 ACE 0) 为 积分 常数 , 由 (4, 3. 30) BD 90,0 均 为 f(z) 与 
&(z) 的 CM 公共 值 . 由 定理 4. 10 即 得 ,ce,0,1, 一 1 均 为 f(x) 与 
8《z) 的 CM 公共 值 . 

3)» 假设 ouo. 

由 a 二 0， 积分 得 


uude c caeca clu E 
JO — DG 4-1) gg —D(gd-20 
dt BOE 0) 为 积分 常数 , 与 情况 2) 的 证 明 类 似 , 也 可 得 ,ce,0,1， 
一 了 二 均 为 f(z) 5 ge GO 的 CM 公共 值 , 


4.3.4 Mues 结果 的 推广 


近来 , 王 书 培 中 也 改进 了 定理 4.10, 证 明了 下 述 

定理 4.13 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aj(ji — 1,2， 
8,4) 为 四 个 判别 的 复数 , 且 f(z) 关 g(z). 如 果 a;(j 二 1,2,3,4) 为 
f(z) 与 g(z) 的 IM 公共 值 , H rla) > HI > iu aj = 
1,2,3,4) 必 为 f(z) 5 g) 的 CM 公共 值 . 

定理 4.14 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 削 数 ,aj(j — 1.2. 
3,4) 为 四 个 判别 的 复数 , 且 fiz) Æ glz), Ha, »ü2305544) = 
一 LWR a,G — 1.2.30 08 f2) Sg GO ÉSIM AH, B. rla) 
>E rla) > Ža G= 1,2,3, 43 /GO 5 g GO 的 CM 公 
共 值 . 

显然 定理 4. 11 与 定理 4.13 是 两 个 互 为 强 弱 的 结果 , 互 不 包 
会. 定理 4. 12 与 定理 4.14 也 是 两 个 互 为 强 弱 的 结果 , 互 不 包含 . 
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fu BE -AKA 证 明了 下 述 两 个 定理 ,定理 4.11 与 定理 4.13， 
定理 4. 12 与 定理 4. 14 分别 为 其 特殊 情况 . 
定理 4.15 设 f(z) 与 g(x) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aG = 1,2， 
3,4) 为 四 个 判别 的 复数 , 旦 f(z) E g CO. 1m 4,0 = 二 1,2,3,4) 为 
fG) 与 g(x) BS IM ZEB. 
2r(a;) 


2 
rla) > 3" Tle) > Sr(a,) — 2’ 
Wy aj(j 1,234.42 DX fiz) Eg 的 CM AB. 
我 们 先 来 比较 定理 C11 58 615. A Lo e «1 


EA 2 . Trla) - : ES 2r(a;) 1 
时 ,3 (ap —2 «^L FES ra) > uy 一 2 HH 
2r(a, 


(4. 3. 32) 


Ora) 过 1 因此 定理 4.15 是 定理 4.11 的 改进 . 


FC end 
我 们 再 来 比较 定理 4.13 与 定理 4.15, 易 见 当 i «r(as1 
ns RE < $ 于 是 当 (a0 TONS 5 时 ， rla) 不 


ES 24 J 2rta,) 4 3 4 
RT (TÉ) BASSE Y-— 3 Dx E 或 5 «ria 


i. es 4.15 也 是 定理 4.13 RN 

下 面 证 明定 理 4.15. 

不 失 一 般 性 ,不妨 设 aa = o,a, = 0,a, 一 1,a = c. 应 用 
$4.3.2 节 定 理 4.10 的 证 明 中 所 昨 的 符号 ， 

如 果 5 圭 0, 与 $4.3.3 节 定理 4.10 的 证 明 中 的 2) 类似 ,可 得 
9c,0,1,c39 3g / (0 与 g(z) 的 CM 公共 值 .如 果 7Y 三 0, 与 $4.3.3 
节 定 理 4.10 的 证 明 中 的 30 类 似 ,也 可 得 oo ,0,1,c 均 为 f(x) 与 
gGO 的 CM 公共 值 . TE 9 250,7 z5 0. 

由 引 理 4.6.4. 8 得 

NEO « NG, 20 TENHO 


=T r, — (1 + og) + OO2 
<S 2T (r,a) + T(r) +01) 
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BE 4.4 的 系 得 
N,G 0) = NP GTO + Sir, f. 


于 是 

3Nr(r, 0) ge 2Ní(r, P< x 2N(G.f)— 2Ng(r.o0) 十 Str, f). 
注意 到 (as) Lg EX 

3Cr(a;) 一 NG. +) « 20 — r(aD)NG, f) 二 SCr 亡 ， 


于 是 
Nc,do« e. D NC 


* SCr(a) 一 *3) 
24M h o 4.6.4.8 p 4. 4 的 系 得 
N; (soc) — S6 D LNGP & TG, + O00) 
-CTG,E Gd OW + O01) 
« 2T GB) 9 TG, +00) 
« 2N Go) — 2Ng(,0) + 2N Gr. f) — 2Ng(G 02) 


r,f) + Sir, P). (4. 3. 33) 


ToS, f. 
于 是 
3Ng(r,o02) — 2Ntr, D xx < 2NG. FO — 2Nelr,0) +S). 
" 2r(as) — , 
由 r(ab > gcn, 8 rla) > S. Bi Est 


3G) — fe) <20 — ElaN r) xf 
于 是 

-EaD y 

3(r(a) $) 


Nep <Ë Ner, 了 了) + Ser, f). 
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(4. 3. 34) 
结合 (4. 3. 33), (4. 3. 34) Bl f 
4C1 一 ta) tl 一 T(a2)) 
grla) 一 Z leia) - $) 


Nod < Ne PD + SG 让 


(4. 3. 35) 
Bi 
osos, _ Erla) 
SU Bra — 2 
得 
AQ SOME 5 Eta PN 
9(r(a) = AG — 3) 
再 由 (4. 3.35) 得 
Nc. 1o =S, P). (4. 3. 36) 
Ei (4. 3. 34) , (4. 3. 36) 得 
Nefi = Sr, f). (4. 3. 37) 


应 用 定理 4.8, 由 (4.3.36), (4. 3. 3272 BD 18.0,o0,1,c 为 f(z) 与 
8(z) 的 CM 公共 值 . 

定理 4.16 1 /Go 5 g GO HERRER, aG 一 1,2， 
3,4» 为 四 个 判别 的 复数 ;和 日 f{z) Æ gel), ZE lasara; a) = 
— 1. W aG — 1.2,3,4) 为 f(z) ge) 的 IM 公共 值 , E 


ee __ rT(a2) 
tla) > 2' Tla) > Sila) zd 
与 gz) 的 CM Ziti. - 
我 们 先 来 比较 定理 4. 16 与 定理 4. 12. 易 见 , 当 i < rla) x 


1 r(a,) 


, 则 a;(7 一 1,2,3,4) 必 为 f(z) 


T(a;) 


LEE Sa e TER AT A uus s NAR 
Tla) 
3r(a) —2 ^ Mak 


因此 定理 4.16 EER 4. 12 的 改进 . 
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我 们 再 来 比较 定理 4. 14 与 定理 4. 16. 易 见 当 3 < r(aD) «C1 


EEICOMM 2 z(a) EK 
Moya) —1 g firn) doce Md 不 一 定 
Tla) 


xi. tla, ) "cS Lra) x Ex. «r()sx 1. A 
此 定理 4.16 也 是 定理 4.14 — 

下 庙 证 明定 理 4.16. 

不 所 -- 般 性 ,不 妨 庶 ei = cosa, = Oyaa = Lra, =c. H lajas 
dyd) == -- 1 得 (20,0,1,c) = — 1. 由 此 即 得 c 一 一 1. 应 用 
$ 4. 3.2 节 定 理 4. 10 的 证 明 中 所 用 的 符号 . 

Xid& 8220,5j 84.3.3 PER 4. 10 Bj uEB RB 20 类似, 可 得 

c0,0,1, — 1 Jg / (G0 与 g(z) ff CM 公共 值 . WMR o 三 0, 5 
$4.3. 3 T 3E BB. 4. 10 的 证 明 中 的 3) 类似, 也 可 得 2,0,1,c 为 
f(z) 5 gGO 的 CM 公共 值 . FE B 35 0,a 25 O. 

由 引 理 4. 6,4.10 得 

NE (7,0) x Nc, 1- ) € TG,o0 4 OQ) 


«No. 3) — Nza(r,O) + NGr, f) — NgGr,oo) 


TS, 
再 由 定理 4.4 的 系 得 
Nzg(G.0) = Ng G,0) + SCr, D. 
于 是 


2Nstr,0) — NG $y NGA 一 Neroo) + Gf. 
注意 到 ra) > loh EBD 
2(r(a,) 一 IN, Px zx a — r(a DN rf) + S€r. f). 
于 是 
NoD XazgstNG) SG. 0.330 


类 似 地 ,由 引 理 4.6.4. 10, EM 4.4 的 系 得 
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Nelo) — Sr S Ne, 4 8? STe, p) + OOD 


< NGC. cxi Ng(r,Q) 十 Nir, f) = Ng(r,o2) T SG, f», 
于 是 
2Netr 20) — N(r. f) «Rod — Na(r,0) + SG, D. 
Tia) " 
由 ra) 53-1 f tía) z 再 由 上 式 得 


2(r(a) — 1NeD«a- mm + SCr,f). 
于 是 


— rt(a,) -一 
NGD) < EG. yc NC p + S, f£. (4.3.39) 
H & (4.3. 38). (4. 3. 39) 得 
(1 — ta)) (1 — 1(2))2 1 
Nt) n A S6 
(4. 3. 40) 
T(a;) 
由 TaD > 5-1 
f8 
G — ra) ~ r(a22) 一 1 
(27(a,) — 1D(2r(a;) — 1) g 
再 由 (4. 3.40) 得 
KG. = Sr, J). (4. 3.419 
Hi (4. 3. 390, (4. 3.41) 得 
NON = SeN). (4. 3.42) 


应 用 定理 4.8, 由 (4. 3. 41), (4. 3.422 B f$0,09,1, 一 1 为 f(z) 与 
&g(z) 的 CM 公共 值 . 
X} F L. Rubel 提出 的 能 否 把 定理 4. 3 中 的 CM 换 为 IM 的 问 
E. 定理 4. 5 的 结论 为 3CM 十 1HM = 4CM. 定理 4. 10 的 结论 为 
2CM + 21M = 4CM. 84.2.1 节 中 所 举 的 例子 证 实 、4IM s 
4CM. 尽管 定理 4.11, 4.13, 4. 15 改进 了 定理 4.10, 但 1CM 十 
* 282* 


81M 二 4CM, 还 是 一 个 有 待 解决 的 问题 ， 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Gundersen ^ *-? ,Muesc ,Frank'?, 
XB pea - iei, 


34.4. ERAH DM 值 定理 


4.4.1 AI 


我 们 需要 下 述 
引 理 4.11 BIE 5 g(x) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,2 (一 1,2， 
3,40 为 其 判别 的 IM 公共 值 .如果 fo Æ gle), W 


1 — Y 
mrg Dm SG. 
证 . dac dé aU e 
2T Gf) « "eg 


) 十 Cr 三) 


1 
ON verme 9 * , 
SNG y: m ASN s TO f— p rel "n 
zx TG, - TG.g)- SG... 


即 TG,f)stGo,.g)ddS,.D. 
同 理 也 有 
Tlr,g} < TG. + SCr,g). 
B ERES 
TG. p= Nou DESP. 
于 是 


my se) = Sif. 


i — oo, 1 um STENT: NDS 

假设 a, = œ. B bA aG 1,2,3,4), F(z) f) LI 
1 . 

G(z) — fy Wi bG = 1,2,3,4) 为 F(z) 58 GGO K IMA 
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PU = 1,2,3), 二 0. 由 上 面 所 证 知 ， 


mr Ft Lp = Sor, f), (4. 4. 1) 
osa 1,2,3,4), 由 定理 4.4 的 (iii) 得 
Ne, Fr PETN +S, f). 


Bp 
NG,F) — T(r,F) + SG,F). 
于 是 
mür,F) = S(r,f). (4. 4. 2) 
同 理 可 得 
mGr,G) = Sr, f). (4. 4. 3) 
因此 ,由 (4. 4.10 (4.4.20, (4.4. 2 得 


E mc FG 
Pr 太一) 二 二 msg —G 


«no —gG) t*mG.F)-dcmG.G TOO) 
= Sir, f). 
引 理 4.12 ”在 引 理 4. 11 的 假设 下 ,有 


mr p tar yé D tary tmr FE 2 


+ mir LE ) = Sirf). 
f—g 
证 . g 
zd. p 
F = 7, Guess 
则 性 一 二 (一 1,2,3,4) 为 下 与 G 的 IM 公共 信 . 由 引 理 4 11 
得 
TAER G? 7 SG.F). 
注意 到 
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BE Cup 
于 是 
mr, fg P —SG,f. 
了 一 
由 恒等式 
人 
得 


2m(r, pL Eno L- pier D tmr, p — p TOD 


<me FL g $05. 


由 此 即 得 
"i 
ii per 2 —Sr,f). 
同 理 可 得 
g - 
nU z == Sir, f). 
因此 我 们 还 有 


mi, FE D mo, P) tno P =S, f), 


p Eme) mop E ) = Sir, f), 


1 
mi, yÉ 


mo E pene eme E tme, gE =S ir, f). 


4.4.2 WERKE DM 值 定理 


E. Mues'? 证 明了 

定理 4.17 不 存在 两 个 非常 数 整 函数 ,使 其 具有 3 个 判别 的 
DM 公共 值 . 

定理 4. 17 中 条 件 3 个 判别 的 DM 公共 值 是 必要 的 . 例如 , 设 
g) =e 十 方 ,f(z) 一 zz 


" 285* 


的 2 个 判别 的 DM 公共 值 . 

下 面 证 明和 定理 4.17. 

假设 定理 4.17 不 成 立 , 即 存在 两 个 非常 数 整 函数 f(z) 与 
glz), Ea G= 1,2,3) 为 其 判别 的 DM 公共 值 ,不 失 一 般 性 , 设 a 
= 0a; 二 l,a; 6,5 

EEE 9 
PFF- DT Dee — DEI 
设 zo 为 f(z) B p 恒 零 点 , 且 为 glz) 的 9g 和 恒 零 点 , 因 0 为 f(z) 与 
GO 的 DM AHE A p Æq. N 
g(z) = O((z — x), 

其 中 上 一 户 十 9 一 4 十 min(p9) Z0. 于 是 了 的 零点 不 为 lz) 的 
极点 . 同 理 可 证 ,7 了- 1, 了 一 c 的 零点 也 不 为 8(z) 的 极点 . 因此 eG 
HERK. 显然 有 


2 
DTE d. 
Hp Gs 1.90 式 所 定义 的 函数 . 再 由 引 理 4. 12 得 
TO = m(r,g) x mir, fE) + mlr,g) 


— Str, f). 
设 N' C7) 为 1f,f 一 1;f 一 c 的 重 级 大 于 2 的 零点 或 g,g 一 1， 
8 — c 的 重 级 大 于 2 的 零点 的 计数 函数 ,每 个 零点 计 一 次 , 则 
NO NG. D 
«TG, 400)-—S(rp. (4. 4. 4) 
注意 到 0,1,c 为 f(z) 与 g(z) 的 DM 公共 值 ,再 由 定理 4.4 的 (iv) 
得 
EE E EE 直下 
Novey + Nüryg— Dt NGF) 
- NG.) 3 NOEL) HHSEN. 
& 


注意 到 f 与 g 为 整 函数 ,再 由 定理 4.4 的 (ii) 得 


> 
2T Gr.) = Ne P E Nr ENG 30 + SGf) 
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H 

= Nih) + NG 证) ESP) 

Smr f-m p) mu) m) Sis) 

xmir,f)— mx) 十 m(r,g)— m) TS$G,f) 

= Tr, Ð — m, A) — mri) + Sír, f). 
于 是 

mG. A) dms = S(r, f). 
g 
注意 到 
mG, T) + mr z1—D *nG a1 & mA) + SG,f). 
TUS 
mi.) + mr, pL iQ) bec ESP. 
ax 


NGA) —Noe = Sír, f), 
则 有 
TG. = No,» 十 m.) +00) 


= NGS) +S, A) 


I 


No, TONS 
z NG. o) TG 


< ivo «$605 
g 


* Tea 十 Sir, f) 


= ST + SG, 


iX JE— T ZF JR. 因此 
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NEPS Ne dps. © 045) 
同 理 可 证 
i 
B ru. cr DESP), 


Nr, yt 2 — No, z} 2 * S. 


d 


dt gef f f g" 
eR SUERTE g 
Zo 8L yg E 
*20 2 ME a 

设 z 为 f(z) 的 二 重 零 点 , 且 为 gtz) 的 一 重 零 点 , 设 
fi» = alz 一 z)? Toa 一 zo)? 0c, (a Æ 0) 
glz) = blz — z) + b — ay e, 030). 

通过 计算 得 

OG) 2 A poles 


z 一 Zo z — Zo zZ 一 Zo 


zO(). 
B x PANAI 的 极点 . 设 z', 为 f(z) 的 一 重 零点 , 且 为 g(x) 的 二 
重 零点 ,与 上 面 类 似 , 也 可 证 明 z' 不 为 QGO 的 极点 . 同 理 可 证 了 
一 1,f 一 c 的 二 重 零 点 上 且 为 &g 一 1,8 一 0 的 一 重 零点 ;或 1 一 1,f 
一 c 的 一 重 等 点 且 为 g 一 1,8 一 c 的 二 重 零点 均 不 为 介 (z) 的 极点 . 
再 由 定理 4.4 的 (iv),(4.4.4》 得 
NG,) = Sir, f). 
再 由 引 理 4. 12 得 
m ,12 = Sr, f). 
RA 
TGr,) = Sp. f). 
Vx fGOBIESG. HAr) 的 一 重 零点 ,通过 计算 得 


Q(z0) -— A + Dog Go, 


* 288 * 


4G) = F GG. 


于 是 
£P n) z» 
zæ) ^ 6 D 
如 果 
5; UT (c 十 1 #0, 
则 
SE Ae TO 
NGP S N Gsp) Sir, f) 
s< No, 天 — — —Ó 
到 一 (c 十 1) 
s 2TG.0)-4- TG,4»5 + O(D 
= Sir, f). 
这 与 (4.4. 5) 矛盾 .于 是 
oU. 2 
gj «tuv. (4. 4. 6) 


i zi 为 f(z) e KEFA „HH gC) =] 的 一 重 零 点 ,38 
过 计算 得 


£m) — n 
Fa) (2 — c)YX*. 
于 是 (c+ 19 2 (2 — cM. 
解 得 c=, 
设 z 为 一 c 的 二 重 零 点 , 且 为 g 一 c 的 一 重 零点 ,通过 计算 
得 
Qo) — ; 
2003 ^ (2c — 1». 


于 是 (十 1)? = (2c D'EREIeSE 0 R c— 2, OIL IB SUE 
c. 
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4.4.3 定理 4.17 的 推广 


由 定理 4.17 的 证 明 ,我 们 容易 得 出 十 述 
定理 4.18 B/C) S ge Go 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aj(i = 1,2， 
3,4) 为 其 判别 的 DM 公共 值 , 则 


NO, Fp) * Sou (j= 1,2,3,4) 
证 .假设 


NG p a) 7 860. 


不 失 一 般 性 , 设 e = 0,2; = la; = c.a, = co, 则 有 
Ne, = Sir, f). 
应 用 与 定理 4.17 完全 类 似 的 证 明 方 法 , 即 可 得 出 矛盾 . 

a 为 f(z) 与 &g(z) 的 DM 公共 值 的 本 质 含义 是 :a 为 zx) 与 
8(z) 的 IM 公共 值 , 日 Nslr,a) 一 0, 即 一 a 与 g 一 a 重 级 相同 
的 公共 零点 的 个 数 为 0. 从 这 个 意义 上 来 看 ,定理 4.18 实质 上 也 是 
定理 4.17 的 推广 . 


$4.5 4DM HEM 


4.5.1 二 重 值 点 定理 


RIO 与 gtz) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 其 IM 公共 值 . 设 >* 
Hf- akp EFA HA aha ERA WR ASS 
8 Elgo € a (Ei. 我 们 以 Notryal) 表示 f 5 £g Hp Ha 
值 点 的 计数 函数 ,每 个 z 值 点 计 一 次 . 


Gundersen'? 给 出 下 述 例 子 
€ T1 ^ (6 d 1» 
jo - = pere OSN 


这 个 例子 表明 ,0,1,co, 一 言 HAS G) 与 GO 的 DM 公共 值 ， 
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且 0 和 1 为/ © Sg cO 的 (1,2) 重 零点 和 1 值 点 ,co 和 一 二 为 


jo 与 £ GO 的 (2,1) 重 极点 和 一 言 值 点 . 设 


f=L. fch, geL-8.h, (4. 5. 2) 
其 中 因为 非常 数 整 函 数 , 工 为 分 式 线性 变换 , 并 设 a = 工 (0) ,as = 
LO) ,os Lco) a, = LC- 1). AME a G 一 1,2,3,4) 均 为 
f(z) 5 gG) 的 DM 公共 值 , Ha 和 as NFO 5 & GO 的 (1,2) 
重 a 和 as 值 点 ,ai 和 a 为 (Cz) 5 gG) 的 (2,1) 重 a,; 和 a 和 值 点 . 
M. Reinders ™” 证 明了 ,(4.5.2) 中 所 定义 的 函数 了 (zx) 与 g(x) 为 
唯一 的 一 对 具有 上 述 性 质 的 函数 . E E Reinders? 证 明了 下 
述 
定理 4.19 R/G 与 g(x) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(j — 1.2, 
3,4) 为 其 判别 的 IM 公共 值 . 如 果 
j= Naara; + SC,f) G—1,2), (45.3) 


No, 43 a = Na, usaj) + Sr, f) Cj = 3,4), (4.5.4) 


则 ft» EYG 必 为 (4. 5. 2) 中 所 定义 的 函数 ， 
WE. ”由 定理 4 89i) 得 


4 
2T r, D H SG) = INe. yi z? 


Eae No, aa 二 Na, A az) + i D ) + Na. DE ) 


X NO E ^ -+ NG, — à; ) 十 Nc. Fe 2,7 


s TG. T 00D 
— 2T. -4S.f. 
由 此 即 得 
1 


EY Ll ; 
Nr FO = 31 TAN +H SG,f, (j = 1,2,3,4), 
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(4. 5.5) 
不 失 一 般 性 ,不妨 设 4,— 0,4; = 1,235 一 Cd4 一 co, 设 
fe (lf— agy 


-FF DF Te DG o! (4. 5. 6) 

a= pL arm. (4. 8. 7) 
f—c & —c€ 
OE: VERE": 

Ep f —1 güg—1Y (4.5.8) 


显然 有 

mira) = S(r, f). 
Hz. H Sgh) 重 c 值 点 ,把 f 与 g 在 zx. 的 Taylor RRA 
入 (4.5.7) 知 ,z, 不 为 «的 极点 . 设 z, 为 与 g 的 (2,1) 重 极点 ,与 
上 面 类 似 , 也 可 证 明 e 不 为 a 的 极点 .再 由 (4. 5. 4) 得 

NG,a) = Sirf). 
于 是 

TGr.a)-—S(r,f). 
设 z 为 了 与 3 的 (1,2) 重 零点 ,把 了 与 5 在 zx。 的 Taylor 展 式 代入 
(4. 5. 0 (4. 5.7) ,通过 计算 得 


? 2 
a) — gao) = (~ EE l1. NP GO, 
如 果 e — 4 天 EEA TG.) — SG DO WDR 
Noa 80) & Na, 一 一) 
2 
q* — 2€? 
«2T (Gra) + T Gr,» +O) 
T- Sor, f). 
再 由 (4. 5. 3) 得 
Ne, F) = Naa + SG. = SUD, 
这 与 (4. 5. 5) FH. 于 是 
好 = le. (4. 5. 9) 
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显然 也 有 
mrp) = SG. 
由 (4. 5. 3) 4 
N(r,B) 一 Sr 门 ， 
故 有 
TG, —SG,f). 
E = 为 了 与 & 的 (2,1) droit 


1 E gG)D., 1 2 (zo))’ 
B) 一 Bz) 一 【一 却 L M taa z= 0. 
MRP — 29550, WA 
Na Gs < No, 
p= Pid 
«2T Gc,8)-- TG,45 + OOD 


= Sir, f). 
再 由 (4. 5. 4) 得 


NG.43—) = Noa) + S6, = S6, 
这 与 (4.5.5》 了 矛盾 . T 


= ie (4. 5. 10) 


3d (4.5.95,(4.5.100 得 am— B xx ac. 
假设 a 三 一 8B, 积分 得 
Q —o0Q Dg — 
lg — og I A, (4. 5.11) 
其 中 A( 关 0) 为 积分 常数 . 应 用 第 二 基本 定理 , 由 《4. 5. 3)， 
(4. 5. 4) 得 | 


TG. fg) pM CE L) E + Ner,fg) + SG.fg 


«No yl 2 T PNG. HENG, fe) +S, fe) 


l 


<N N6 2:55 


) 十 STCr, fg) cT SG.fg). 
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BUR 


F bv 1 
Tir, fg) < 3N G Fo d Sir fg). 


这 表明 fe 一-c 有 无 穷 多 个 零点 . Ub 为 fg 一 c 的 零点 . 显然 
Flet) Æ0,1,c,%. 由 (4.5.11) 得 


. PEE yt im 2 。 € 
" s )— ecXftz'5— 10 fe L 
Ny i 332 t 
Go c) CES D :CfG*)) 
因而 有 
(f —o0£— D'g | Y 
GREC DET e (4. 5.12) 
由 (4. 5. 12) 知 , 9 为 没有 零点 的 整 函数 . 于 是 设 
Wc —( (4. 5.13) 
RB h DESEE RS. 作 代 换 
w =- Lx =c). 
H C4. 5.13) 得 . 
一 一 Ci He, qr—— cew 4c. (4.5.14) 
BA w A WO BG 5.14 代入 (4. 5.12) 得 
(ew) cw! Ec — 3C cs 40) 0 1 
(— ceeYS C— cu? t c) (— ecew tel) c*' 
Gà — p do — D 
Bj - 1 Ez]. (4. 5. 15) 
e^(u? — 1) lew 一 1+ P" 
于 是 有 


Ce? — De” + bwe ~ Gi — 1 + Dto — De 
一 Cw? — 1 ly 
= wu? —1)'e* xd «dr — 1ye” —w w? —1 tiye 
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tatiy 
[4 


= e^) - Gs 一 1 十 过) 一 (oo 一 1 十 十) 人 ero 一 1 
— (4. 5. 16) 
in 


wlw? — De* — (w^ — 1 ++ 1 )20, 


MA :w250,1. — 1. 再 由 (4.5.14) AH, f£ 25 6,0, 3X 3 (4. 5.5) F 
盾 . 于 是 


wa — 1e — Gi? —14 lys. 
再 由 (4. 5.16) 得 
Gi! — De* Lue — (wt — 14 1) 0. (4.5.17) 
显然 (4. 5. 17) 可 写 为 


1 e 2 (e? — 71) Ce "A Y, 
echo oq — m qu - 5 0-519) 
其 中 
二 一 1 十 8c 
jose br ES, 
ERU NEUE mE 
cete qe cS 


注意 到 e” 为 非常 数 整 函数 ,由 (4.5. 180 Al G^ — Y) (P — Y 必 


为 某 个 亚 纯 函数 的 完全 平方 , 故 有 六 = 为 ,从 而 得 < — ur = 
Y, —— 3. 再 由 (C4. 5. 18) 得 
i 4e 1? 二 (e^ + 35? 


QU el) en 
由 此 即 得 
ue ey | 2—3 
zx el 或 w= er 十 1 
再 由 (4. 5. 14) 得 
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TUE uc o _ +l /— ^4. 

f (e —10 hs 8 一 1 一 有 
或 

EE ids EN c dg 1r. 4 

fene h, g= 8-1) E h, 


其 中 Åe) = hl) + ai. 
假设 4 三 8, 积分 得 

(fC— cM Gg — 1) =B, 

(g — cYgCf a 
其 中 召 ( 天 0) 为 积分 常数 . 设 六 =1 一 六 gs 一 1 一 8 ci 一 1 一 
c,H (4. 5.19) 得 

177 €4 y= : 1 

g > ah 5 z— B. (4. 5. 20) 
显然 (4. 5. 20) 的 形式 与 (4. 5.11) 的 形式 完全 类 似 . 与 前 面相 同 的 
方法 ,也 可 得 到 


(4. 5.19) 


dou "^h. g&g8 =g- h. 
于 是 有 
f=1-feh=Ls feh, 
g-l—gh-Lesgsh, 
其 中 Lae) 一 1 一 > 为 分 式 线性 变换 . 
这 就 完成 了 定理 4. 19 的 证 明 ， 
Reinders” 进一步 改进 了 定理 4. 19, 证 明了 
定理 4.20 ifi) 5j g GO 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,ar7 — 1,2, 
3:4) 为 其 判别 的 IM 公共 值 . 如 果 , 对 了 一 1,2,3, 导 4 一 的 每 个 
单 零点 均 为 g 一 a 的 二 重 专 点 ,并 且 & 一 a; 的 每 个 单 零 点 均 为 了 
-— a; 的 二 重 零 点 , 则 f(z) ^3 g GO 4679 (4.5. 2» 中 所 定义 的 函数 . 
Reinders^* 对 定理 4. 20 的 证 明 很 长 .我 们 不 子 介 绍 , 可 参看 
Reinders^^*, Reinders'* 从 另 一 方向 改进 了 定理 4.19, 证 明了 
定理 4.21 R/O) 5 g GO AIER ROARK La Cj — 1.2. 
3,40 为 其 判别 的 IM 公共 人 秆 . 如 果 , 对 7 二 1,2.3,4, 了 一 Qj 与 g 一 
Qj 之 一 的 所 有 零点 均 为 重 零 点 , 则 f(z) 与 g(z) 必 为 (4.5.2) 中 所 
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定义 的 函数 . 
E. 设 
I= {jE (1.23.4), f£ — a; 的 零点 均 为 重 零 点 }， 
J = {1,2,3,4}\1, 


- 1 Lus 1 x s 
MO ESQ aN Fa) x FTP) +01), X} j €1, 


1 P 1 
= «LN (re — 
由 定理 4. iab 得 
2G =T Fr, N + SG). 
于 是 对 了 一 1,2,3,4, 有 
Nir eT 2D 
f-—a, 2 
HX jc Id 
Nir, 


D <ire, P) +SP Ij EJ. 


7 L 2: ING. v z 75e. 
再 由 定理 4.4 的 (v) A3. ; € 108 

LTEN ESN = NG 42) = Nawra) t S.D. 
! (4. 5. 22) 


同 理 , 对 7E 了 ,有 
ire. 4- Str. f» 一 NGr' 了 7 1 á )— Na(,a) +S, f). 
(4.5. 23) 


我 们 区 分 两 种 情况 . 

D 假设 了 中 含有 两 个 元 素 , 则 J 中 也 含有 两 个 元 素 , 由 定理 
4. 19 知 ,定理 4.21 成 立 ， 

2) 假设 1 中 含有 三 个 元 泰 或 四 个 元 素 . 不 失 一 般 性 , 设 1,2,3 
E€ 了 ,并 有 旦 ai = 0,4; = la, = c.a, = ec. t 


£ ; E — 
=70 00- o. ^'t-Düg-o t9 
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由 引 理 4.3 得 

mr, =S, f). 
显然 了 的 极点 不 为 9 的 极点 - 设 z 为 了 的 二 重 零 点 ,有 目 为 g 的 单 零 
点 ,把 f 与 g 的 Taylor 展 式 代入 (4.5.24) 知 ,zo 不 为 9 的 极点 , 同 
理 可 证 ,一 1,f 一 的 二 重 零 点 ， 且 为 8 一 1,8 一 。 的 单 零 点 的 点 
也 不 为 9 的 极点 ,再 由 (4- 5. 22) 得 

N(r,g) = Sr, f). 
于 是 

TG, =S, f). 
X z,79 了 的 极点 ,由 (4.5.24) 得 

g(z,) = 0. 
如 果 FE, WE 
Ne, DS Ne. xTG,9-4-00 = Se, f), 


ix 5 4.5. 2) FE. 于 是 p= 0, B 


ng d epp e E 
fü—1nDQ-o " gg-—Dag—cy 77 


设 z 为 的 驶 重 极点 , 且 为 8g 的 nn 重 极点 ,由 (4. 5.25) d$ m — n, 
即 f£ 5g 的 极点 的 重 级 均 相 同 ,这 与 (4. 5. 22) 或 (4. 5.23) 矛盾 . 
显然 定理 4.19,4. 20,4. 21 HRAT Gundersen 例子 (4.5. 1) 的 特 
性 . 


4.5.2 Gundersen 例子 的 新 特性 
BÊ (z) 与 去 (z) 为 (4.5.1) 给 出 的 函数 , 易 见 


= ^ ED QE aio e. 
dd eie 一 
于 是 有 

Jj ys Ieke = L, (4. 5. 28) 


这 表达 了 Gundersen 例子 的 一 个 新 的 有 趣 的 性 质 .1992 年 ， 
Reinders ® 证 明了 一 个 结果 ,这 个 结果 表明 ,从 一 定 意义 上 ,六 (z) 
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与 8 GO 为 唯一 一 对 具有 性 质 (4. 5. 26) 的 函数 . EAE, Reinders” 
证 明了 下 述 
定理 4.22 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,ai 人 7 — 1,2, 
3,4) 为 其 判别 的 UM AHE, H f(z) Æ g GO. ip Ee dE 
a,b € C a, 2, jas i0; 
满足 
f(z) = a-»g(z) = b, (4. 5. 27) 
则 或 者 
f-Tg, (4. 5. 28) 
其 中 了 为 分 式 线性 变换 ,或 者 .F(z) 5 e 为 4. 5. 2) 中 所 定义 的 
i. 
证 . 首先 注意 到 4 255. 因 如 果 a = 5; 则 由 第 二 基本 定理 和 
定理 4.4 的 (i) 得 


ST Gf) < EGG pub Nert 2 + SCr,f) 


ER T SG, 
«TG. HTO, g) + Sr, D 
= TC, N+ Sr, f), 
DOR US 8. 
不 失 一 般 性 ,不 妨 设 2,8,aj(j = 1,2,3,4) 均 为 有 穷 . 设 


CO 一 ai js. 
P; (f — ag =d, D’ 《7 一 1,2,3,4). (4. 5. 29) 


IR e G — 1.2.3.4 中 有 一 个 为 常数 , 则 了 为 g 的 分 式 线性 变换 ， 
于 是 (4. 5. 28) 成 立 . 因此 ,我 们 可 以 假设 B= 1,2.3,2 均 不 为 
常数 . 显然 有 


mrp) Smir, g) + mG,f)4- mcr D 


十 更 (7 一 
g 


再 由 定理 4.4 的 (iii) 得 


4 Ez) +04). 
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mG,g) « mG. SIT = 2g d ecu (4. 5. 30) 
Hj (4. 5. 272 , (4. 5. 29) 得 


NG.g) «No 7D - No g41 2 HN, 7 
dd cr 
再 由 定理 4.4 Bg) 得 
NGsg) < Nir, il D — Ber, 4 zt se. 
(4. 5. 31) 


Hi (4. 5. 300, (4. 5.31) 得 


T(r,g) «Ttr,.g) =Ni D ESEP 


= TG,f)— No. Fi a) t 3605. 
mm fGQo = ghz) = a (Æj) " 


^ mue — È 
Pz) = a cd. 
因此 
Nr 1 )zN(r — M 
'f—a uS , EL —b 
9 [^ PE 4 1 
x TG,e) +00) 
x 1 
<T CONF ELE) + Scr, P. 
ie 
Nc NC 4 i hd 


再 由 定理 4， m 得 
Nc ad iro P) HSO), G= 1,2,3,4). 
(4. 5. 32) 
与 (4.1. 9) 类 似 , 我 们 设 
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Fg €f -egy 
(f —a Xf —a) ( --2,)(f —a)(g —-a)( —a2) (g —a(g 一 24) 
使 用 定理 4.4 的 (v) 的 证 明 方法 ,我 们 可 以 得 到 
了 人 


我 们 再 设 
gd — g)(g — 5) 
?一 comu cu. a 
(4.5. 332 
WE 


| 
mop sna aga 2) 
十 mor.) +m, f) + 2mG,g) +041). 
再 由 引 理 4.3, EM 4.4 的 (iii) 得 
mír,g) = Str, f). 
Bi (4. 5. 27), (4. 5. 33). 得 


NGD < Nor7 — Ncr, 412. 


再 由 定理 4.4 的 (tii) 得 
N(r,g) =S, f). 


于 是 
Tir,o m Sir. f. 
设 
Hag. gf adf — aD a) UY — a0(g — b» 
B" Fg — adlg — ag — a)(Gg — apl — a) 
(4. 5. 34) 
则 有 


TG, H) TOA t TXGa4) + OO) 
= Sir, f). (4. 5. 85) 
WU fa 与 了 一 aa 的 零点 ,其 重 级 分 别 为 加” 与 gr 
由 64.5.34) 得 


a à 
ws gn (2 — b) 
Hz") = ba, a)” (4. 5. 36) 
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mE H 不 为 常数 ,由 (4. 5.35),(4.5. 360 知 对 任意 自然 数 pa ,都 
有 


1 
N quoa) «DN e ES gla — bY | 
p(a, 一 a» 
xz TGO,H)--O0(1 
=s Sir, f). 


于 是 


Neu "E < S S Now (r,a) 


$=! qm! 


+ lioe, 7) 十 NO E 
5 g—4 


ye 
SETEN So. 

iX 5 (4. 5. 32) FE. ARE H oA R. 再 由 (4. 5. 360 知 ,存在 

两 个 互 质 正 整 数 p, ,qi 使 得 


p 
em a (4. 5. 37) 
" H 


由 定理 4.4 的 tv) FL C4. 5. 32) Af min (pi qu) = 1. 首先 设 记 一 1， 
如 果 qu 22 3.81 (4. 5.37) 得 


No. y «NO 


1 


E 
iX 55 (4.5. 32) FE. 因此 go = 1 R qi — 2. BERE 4; = 二 1, 同 上面 类 
位 ,可 得 s =: 1 R p, = 2. 于 是 


pl 1 
p sln le + 0^ > 
"EXE (4. 5. 38 


iz? A f —a, 5g — a; —2,3,4) 的 零点 ,其 重 级 分 别 为 p47 
= ii 与 前 面 类 似 ， 我 们 也 可 以 得 到 ,对 j 二 2,3,4, 我 们 有 


LÅTEN SG, 


n" EX b 5 
H(z?) = ER (4. 5. 39) 
qr _ 
二 4. 5. 40 
p b; : : 


Éi - 


l 1 
v 2 ‘1,2,51 


(4. 5. 41) 
LE a Cj — 1.2,3,4) REA LACE 1, 由 定理 4.10 
F 

Ph: 


Rl. (4. 5. 28) 成 立 . 如 果 ^ X1. Q-12.3,0, 由 定理 4.21 
J 
q, 


知 , fx) 5j elo) 为 (4,5.2) 中 所 定义 的 函数 . 余下 的 仅 需 考虑 


G = 1,2,3. D 中 恰好 有 一 个 等 于 1 的 情况 . 不 失 一 般 性 ,我 
们 可 以 假设 
Ero Pal. PEL». Braj (4. 5. 42) 
gi Ge qa 94 
或 
P Pan Bady Pl, (4. 5. 43) 
gi qi E 2 qa 
否则 ,我 们 仅 需 变换 指标 ij 的 次 数 和 交换 与 g 即 癌 . FERIE 
明 这 两 种 情况 不 能 出 更 
nO. 5. 42) I SL TE REB H. 为 常数 ,由 (4. 5. 36),(4.5. 39) 
得 
l ím ozb d ,lab d. (a,b)? dac 5 
2 (a-a) 2 (a,—aYy 2 (a,—a)  (a,— a)" 
(4. 5. 44) 
CERE az 5.50 — 12,3» 互 为 判别 , 易 见 (4. 5. 44) 不 可 能 成 
Y. 
HR CA. 5. 430 成 立 . 应 用 定理 4. 4 BS GO ,我 们 有 
N, (r.a) TSG.D, (i 一 1:2), 
Nos e = Nanua) t Se), G=3), Q5. 45) 
Nass 04a 十 Sr 门 ， G=4) 
设 
ER 
EIC X : f—a, 3 f — a 
E d "" u g 
2 gt? gyey gf 
由 引 理 4. 12 得 


(4. 5. 46) 
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m ,a) = Sr, f). 
容易 验证 ， 
O a 在 了 与 g 的 每 个 (2,1) Ea WAM as 值 点 为 零 ， 
GD < 在 了 与 8 的 每 个 (1,2) Ha, 值 点 正则 ， 
GO a 在 了 与 g 的 每 个 (1,1) 重 a, 值 点 至 多 有 一 个 单 极点 ,其 
HAA 


其 中 z 为 了 与 & 的 (1,1) Ea 值 点 ， 

(v) a 在 了 的 每 个 单 极 点 , 且 不 为 g 的 极点 的 点 正则 ,sz 在 & 
的 每 个 单 极 点 , 且 不 为 了 的 极点 的 点 正则 . 

由 定理 4.4 G), (ii) 的 证 明知 


ER M 
Nalr, Fs) 一 人 r 门 ， 


其 中 Notr,7 二 二 ) RR S ~- g 的 零点 ,但 不 是 f 一 21(j 一 1,2,3， 
4) 的 零点 的 计数 函数 , 再 由 定理 4.4 的 (iv) 得 


No & No 43 + 80. 
4 


dA eso, BG 得 


NG, 42 0 Neg D 多 No) 和 Tao 400) 
-mír,a)-- N(r,a) + 011) 
EE 1 
«Ni, 一 x cS... 
R5 (4.5.32) FÉ. 因此 a 三 0, 且 
f(z1) = 28' Cz). (4. 5. 47) 
再 设 
g=- f —2. g 
(f 一 anf 一 a) (8 一 (go as) 
(4. 5. 48) 
BA 


mir, A) = SQ,f). 
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Bi (4.5. 45) 得 
N(r,B) = Str, f). 
于 是 
T(r.B =S, f). 
注意 到 >, 为 了 与 8 的 (1,1)》 重 ai 值 点 ,由 (4.5.47),(4. 5.48) 得 


ce 
站 


(a. 一 - a.) (a, e az) 
fuiR Bx 0. 则 有 
Noot ua Nei) «TG,BD +00) 
. — S Gr. f£). 
3X 55 (4. 5. 32), (4. 5. 45) FE. TELE 0. WE. A Aeg dg. 


38 as 值 点 ,由 (4.5. 48). 得 
Fo 


BG 一 (do d Mars a 天 0， 
这 与 8 三 0 矛盾 . 
4. 5.3 ”两 个 例子 
1988 4E. , N. Steinmetz? Zi 1E T H. Cartan ™ 的 一 个 结果 , uE BE 
了 下 述 


定理 4.23 设 f(z),g(z) 5 hGO 为 互 为 判别 的 非常 数 亚 纯 
苞 数 ,1,0,co， 一 a 为 其 判别 的 IM AH, U a 1) 为 1 的 一 个 
ES VE sw = fsg 5 h 为 代数 方程 


pQo),w) —0 (4. 5. 49) 
的 解 , 其 中 
pasy) = y? — 3 Ua — Dr -—22y 
— 3(2x* — (a — 10x) y — x^, (4. 5. 50) 
XE SERE U 为 微分 方程 
GEV =UV DU—2 —— 55D 
的 非常 数 解 ,这 里 7 为 非常 数 整 函数 ， 
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N. Steinmetz? 35 jp B] T. ,定理 4. 23 B] GE PEU Je IE BR. 事 
Æ E Steinmetz ™ JEH r FÆ 

定理 4.24 设 < 天 1 为 1 的 一 个 三 次 根 ,y 为 一 个 非常 数 整 
PC. 则 微分 方程 (4. 5,51) EL RET CES OS IP HE PRG. 如 果 己 为 微 
分 方程 (4. 5. 51) 的 任 - -个 非常 数 解 , 则 存在 三 个 部 为 判别 的 非常 
ROEA RE g 5 how f ,8 :满足 代数 方程 (4. 5. 49) ,并 且 1, 
0,20, — a 为 其 IM 公共 值 . 

Steinmetz'? 对 定理 4. 23.4. 24 的 证 明 很 长 ,我 们 不 再 给 予 介 
绍 ,可 和 参看 Steinmetz”, 定理 4. 23 实质 上 给 出 了 所 有 三 个 不 同 的 
具有 四 个 判别 的 IM 公共 信 的 亚 纯 函 数 的 特性 . 定理 4.24 给 出 了 
具有 四 个 判别 的 1M 公共 值 而 使 定理 4. 3 不 成 立 的 第 二 个 例子 . 事 
实 上 ,定理 4. 24 中 纵 出 的 亚 纯 识 数 f(z) 53 g (0, 1,0, 09, 一 人 为 
其 IM 公共 入, 但 1,0,=-:， 一 < 熙 不 为 .zxz) 与 gtz) 的 CM 公共 值 ， 
也 不 为 f(z) 5 ge) B] DM AHi, 它 和 Gundersen 的 例子 
14.5.1) 具有 不 同 的 特性 . 

1992 年 ,M.Reindersin 给 出 了 具有 四 个 判别 的 IM. 公共 值 而 
使 定理 4. 3 不 成 立 的 第 三 个 例子 . 事实 上 ,Reindersc2 证 明了 下 述 ” 

定理 4.25 di 


ayy SEI 
(4. 5. 52) 
uc pL. 
&/3 U +I’ 
其 中 忆 为 微分 方程 
(U')* = 12U QU + D(QU 4- 5 (4. 5. 53) 


的 非常 数 解 . 则 0.1.00, — LO FGO 5 Giz) 的 IM 公共 值 , 并 且 
玉 的 每 个 0,1,co :一 1 值 点 集 或 者 为 三 的 单 值 点 集 ,G 的 三 重 值 点 
集 , 或 者 为 了 的 三 重 值 点 集 ,G 的 单 值 点 集 . 
显然 0,1,co，--1 均 为 定理 4.25 rp HERD FEE FC) 与 
G(z) 的 DM 公共 人 秆 .下 面 证 明定 理 4. 25. 
由 (4. 5. 52),《4.5.53) 得 
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m U(U + 4)Y(U — 2» U +2? 


2 = " 

(F — G) (UE D (4. 5. 54) 
(F — GY Si — 1XF + DG(G — D(G + 1). 

(4. 5. 55) 


由 (4. 5. 55) 即 知 ,0,11,00, 一 1 为 F(z) 5; GGO 的 IM 公共 值 . 

BzBFsSGBIG.4 重 零点 ,由 (4.5.53) 知 , 巡 与 可 十 4 仅 
有 二 重 零 点 ,UU 十 2 与 U 二 2 仅 有 一 重 零 点 , 再 由 (4. 5.54) 知 ,下 一 
G 仅 有 单 零点 . 因此 min!p.9} — 1. 再 由 (4. 5.55) 知 ,pp 十 9 — 4. 
于 是 pp 二 1,9 二 3 或 者 pp 一 3,9 二 1, 即 xz. 为 Ff 与 G 的 (1,3) 重 零 
点 或 (3,1) 重 零 点 . 这 就 证 明 ,F 的 每 个 零点 或 者 为 的 单 零点 ,G 
的 二 重 零点 ,或 者 为 了 的 三 重 等 点 ,G 的 单 零 点 . 同 理 可 证 ,F 的 每 
个 1,50，, 一 1 值 点 集 或 者 为 F 的 单 值 点 集 ,G 的 三 重 值 点 集 ,或 者 
为 的 三 重 值 点 集 ,G 的 单 值 点 集 ， 


45.4 三 罩 值 点 定理 


设 F(z) 与 GGO 为 定理 4. 25 给 出 的 亚 纯 效 数 . 再 设 
f=I Feh, g—LeGesh, (4. 5. 56) 

RB h giETCRCE IS L 为 分 式 线性 变换 . 并 设 ea — LC0),a; = 
L(OD,a; = L(oo»),a, — LC— 1). BRE RE 4. 25 B. A0,a;Cj — 1,2,3, 
4) 均 为 7(z) 与 g(x) 的 DM 公共 值 ,并 且 对 ;二 1,2,3,4,f(z) 的 
每 个 单 a; 值 点 均 为 GO 的 三 重 aj 值 点 ,g(z) 的 每 个 单 a; 值 点 均 
为 f(z) WI a, HA. M. Reinders® JEB T , (4. 5. 56) 所 定义 的 
函数 fo ELA tied -的 -一 对 具有 上 述 性 质 的 函数 . 事实 上 ， 
Reinders/? 证 明了 - 

定理 4. 26 ij g G0 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,ajG 一 1,2， 
3,4) 为 其 判别 的 IM 公共 值 , 如 果 对 7 一 1,2,3,4,FGs) 的 每 个 单 
a; 值 点 均 为 g(xz) 的 重 级 至 少 为 3 的 aj 值 点 ,g(x) 的 每 个 单 w 值 点 
均 为 f(z) 的 重 级 至 少 为 3 的 a 值 点 , 则 f(z) 与 g(z) 必 为 
(4. 5. 56) P AF IEX HI K F. 

证 . FERH, Ti a = 0a, = 1,8; = co,a,— c. H 
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定理 4. 26 的 假设 和 定理 4.4 的 (i) 得 ， M 1,2, wa 
Tr 1 
NU pL < No, 7 "dod. E 
«TG, "Teo E Di 
=T r, N +SEE, P). 
再 由 定理 4.4 的 (i) 即 得 ,对 了 一 1,2,3,4 有 
NG,F E 这 一 STP TS. (4.5.57) 


NGA) =T) + SG. (4. 5. 58) 
r , 
- 1 SE 
Nou "Ping erus -- 2) Negi = S6. 
(4. 5. 59) 


由 定理 4.4 的 (v) 和 (4. 5.59) 即 得 ,对 了 = 1,2,3,4 有 
Ney) = Na Ga) + Nana) + SG, f. 
(4. 5. 60) 
由 (4.5.57),(4. 5. 580 得 ,对 7 一 1， 2,3,4 有 
Nana) < NG 41) 2 -Ne z= p= ire, f 
+ Sir, J). 


AUR 
Nos Gia) SÈTEN + SG. 
合理 ,也 有 
Nasa) S TON  SG.f. 
再 由 (4. 5.572. (4.5. 60) 即 得 ,对 二 1,2,3,4 有 
Nasa) = TG ESOP) (4. 5. 61) 


及 
Nap Gua) = iTe + SG. (4. 5. 62) 


我 们 定义 三 个 辅助 函数 
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Vr Vu f f 
内 g g' 
cod cw PE S ; V. M5. 
deos ou 25 ry 4. 5. 63) 
ETT ums g g 
H n MUT erp poer 
T NUMAE A 
Tis Ee. Fteto (4.5.64) 
及 
Qf 一 区) 


^—ARf-DU-osg-iqg-o 565) 


我 们 将 证 明 Amm 0. py 三 0 及 a 三 常数 . 
由 引 理 4. 12 得 
mir å) = Slr, f). 
1B f/ 5j g iE a;Cj — 1,2,3,4) 值 点 的 Laurent RARA C. 5.53), 
容易 证 明 ,4 在 f 与 g 的 (1.3) 重 a; 值 点 正则 ,在 /与 &g 的 (3,1) 重 


a, 值 点 为 零 . 由 定理 4.4 B CO , Gi) 的 证 明知 ,No(r, i) 


SC Hr N GELD RR S e 的 零点 , 但 不 是 了 一 a G 
= 1,2,3) 的 零点 的 计数 函数 . 再 由 定理 4.4 的 (iv),(4. 5. 60) 得 
NGA) = SCr, fA). 

于 是 
TOAD — Str. 
WR AzÉO. 则 对 了 = 1.2,3,4 有 


Noa Ca) ENO D «TG + 00) 一 Sr 站， 
这 与 (4. 5. 620 FE. FE A — 0. 同 理 可 证 s 00. 注意 到 


则 有 全 = 0, 于 是 = 常数 . 
设 z, 为 了 与 g 的 (3,1) 重 极点 ,(4. 5. 62) 保证 了 这 样 的 点 一 
定 存在 . VE 了 与 5 在 z, 的 Laurent 展 式 为 
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A An A "ES 
f(z) = oue ji pearl e + A, + Olz — z), 
(4. 5. 66) 
TORE A ES EO ESR EOQ T 
(4. 5. 67) 
注意 到 4 三 0, 把 (4. 5. 66), (4. 5.67) fusus 5. 63) 得 
2 A, 2At 2B. An. By 
mu T UMS s 十 6。， 5 = 0, (4. 5. 68) 
c ARS ,44.4.7 344- B- | 12C + 1) — 6A. — 30B, 
9 A, A, A., 
+18 d o. | (4. 5. 69) 
注意 到 4 id 5. 660. (4. 5.67) 代入 (4.5. 64) 得 
A. 4-2 È c 1 一 35, 
uc qoe c RUD. (4. 5. 70) 
—14,4*: | 10A-,— 8B- | AG* + 1) — 8c - B, + 1256 
3 Ai, A., Bi, 
— 30. Zo; f (4. 5. 71) 
3-1 
46, , — 164 A. ic HA. ics A, — 18B, 
9 4-: 十 AT +: A 
AGÁ 410 — 12CG^ -+ 1) B, + 12c + 1)B: — 12B? 
十 Re B 
36B,B, — 12(c - DB . B 
TIME c S: B= (7D 
JE (4. 5. 66), (4. 5. 67) 代入 (4, 5.650 ,并 注意 到 a= 常数 ,有 
NEN 
Q = B (4. 5. 73) 


由 方程 (4. 5.68) (4.5. 730 ,消去 4 ,,A A AS BÁGSUBSB,, 
B, 得 


E DERN 
go ed (4. 5. 74) 
及 
28 — 3c — 8c + 2 — 0. (4. 5. 75) 


* 310* 


解 方程 C4.5 .75) 得 < 一 - 1.c 一 2 或。 一 方 .注意 到 交 比 
Qm (]1.255,09,2) = (0ce — 1) —— 1 


不 实 … 般 性 ,不 站 没 c 一 -- LED SS IIBER EB UEM 
的 分 式 线性 变换 导出 . dE 6 = 一 1 代入 (4.5.7 和 得 «一 16. 再 由 
(4. 5. 65) iH 


Cf — gr! 18/CÉ — DF T Dg — Cg +1). 


(5,100, 


iole: 


(4. 5. 76) 
为 了 解 代 数 方 程 (4. 5. 56) ,我 们 定义 一 个 亚 纯 晤 数 u, 
ie i (4. 5. 77) 


Uf -25g-—-l1X 
我 们 希望 由 (4. 5.761.(2.5.77) 消去 & ,为 此 ,我 们 把 这 两 个 方程 
EH g 的 名 项 式 的 形式 ，. 

g'- (2f — 16/)0g +- Peg t 2/7 -- 160g 9 一 


5.78) 
GC d OIE d. (2 uw tg CF — (a m 一 0. 
(4. 5. 79) 
上 上述 两 个 类 十 名 H an 式 必 恒 等 于 0， 
| 1 Lio :673 12/3 . qf A n 
G 1 ifo dqeJ5 afè 12/5 — iof f 
QUEM C: Fpa fe. e pur e 2 ò 
0 TE a? rf 0c e 
| o ù wd ilt (Q— u Hu f5- Qr f [d 
[n D E GHODE o (2 ifia P- uza] 


= I6- DLE — 2f - 10 f+ 2/ inet 127? — ulu + 4)) = 6. 
注意 到 AA A Bi ERE RT SE B 


x wu d 4) 
SEN MM 7m PERS (4. 5. 80) 


Hi (4. 5. 800 Su KARK EL uh 0, — 1, 一 4,co 和 值 点 的 重 级 均 
为 偶数 . IRL UG BEC 
Qu! »* 
ute + 14-4) 
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仅 有 偶 重 零点 ,没有 极点 ,于 是 存在 非常 数 整 函数 产 (z) ,满足 
(i! )? = 12(' Yu lu + 1) lu + 4). (4. 5. 81) 
dU 为 微分 方程 (4- 5. 53) 的 非常 数 解 ,由 (4. 5. 8D 得 
ulz) = Uhle) + d), 
Epad 为 常数 . MAREX hie), RITUR 
ulz) = U hlz)). (4. 5. 82) 
Hi (4. 5. 800. (4. 5. 81) 得 


2 


E uci EE EES y E ES E 
Í Td 4- [2 二 4) Tu Iy 
ME NE fu jt uS 2 gr 
19» Ay D* (4. 5. 83) 


如 果 必 要 的 话 , 我 们 用 — A REA H (4. 5. 83) 得 


f awu ER " 


LINDEN ER 
: 43 K u +i 
H C4. 9. 52), (4. 5. 822. (4. 5.84) 即 得 
f-Fsh. 
为 了 证 明 g= Geh., RINE g — Po, 代入 (4.5.79). 从 所 得 
方程 与 (4. 5. 80) 消去 ,名 得 


(4. 5. 84) 


24 (RT ^. 15 l 16, 

x dom Con n DY tG "E ui 

(4. 5. 83) 
方程 (4. 5. 85) fr E 
. pues d i 
Do Ze TF (4. 5. 86) 
及 

w= nlSU D (4. 5. 87) 


u’ (u + 4) 
假设 (4. 5.87) 成 立 . 并 设 z Og u* — 16 十 1) 的 一 个 零点 .由 
(4. 5. 80) &ll f (2,) Æ 0,00, HE HH C4. 5. 87) Al ow) — 0. TEE I e 
= fw, TE g) = fi ywGQ 二 0, 这 与 0 为 f(z) 与 g(z) 的 I1M 
公共 值 矛 盾 . 因此 (4.5.86) 必 成 立 . 由 (4.5.82), (4.5.84), 
(4. 5. 86) 邵 得 
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| Uh) , U(h(z) t4 
EU COUNT ee "ri QW GY) t D 


-Ge.À. 
这 就 完成 了 定理 4. 26 的 证 明 . 
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第 五 章 ”具有 三 个 公共 值 的 亚 纯 函 数 的 唯一 性 


在 第 二 章 中 ,我 们 证 明了 ,有 穷 非 整数 下 级 亚 纯 函数 可 由 三 
个 值 点 集 完全 确定 ,并 指出 这 个 结果 对 下 级 为 整数 或 无 穷 的 亚 纯 
函 数 不 再 成 立 , 本 章 主 要 介绍 在 各 种 情形 下 亚 纯 阔 数 可 由 三 个 值 
点 集 而 定 的 种 种 研究 结果 和 方法 ,其 中 包括 三 个 亚 纯 函 数 的 堆 一 
EER. EHS- H, 亏 值 与 唯一 性 等 有 关 结 果 , 还 包括 Brosch 
在 其 博士 学 位 论文 中 得 出 的 周期 函数 与 偶 函 数 的 唯一 性 ,微分 方 
程 解 的 唯一 性 等 有 关 结 果 . Brosch 在 其 博士 学 位 论文 中 还 得 出 了 
其 有 三 个 公共 值 的 泪 纯 畏 数 具有 分 式 线性 变换 关系 的 各 种 充分 条 
件 , 并 由 此 得 出 特征 耳 数 的 关系 , 或 们 将 在 5.5 和 5.6 中 介绍 
他 的 研究 或 未 . 


$5.1 Nevanlinna 二 值 定 理 


5.1.1 Nevanlinna 三 值 定理 


wA 与 &(z) AER ROLERA aG — 1,2,3) 为 其 判别 
的 CM 公共 站 .不 失 一 般 秆 ,不 妨 设 ai 一 0,2, = l;a, = cc. 否则 ， 
S pBerns 


em fi) 709. Uu c 45 


" . glz) — a &;— a; 
Fig) == -一 = z) d EA 
fiz) TU dc a' eU g(z) — dq d, — d, 


RJ) 0,:,ce A FGO 5 GGO 的 CM 公共 值 ,由 F(z) 与 6(z) 的 关系 
BIS f(z) 与 g(x) 的 关系 . R. Nevanlinna'? 证 明了 

定理 5.1 B/G) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1,=e 为 其 
CM 公共 值 . 如 果 fio: ao. Wi 


Boi 
D fG-—5.— 


1 — B 
一 1” 


g F9 一 
8G) 一 dà 


=, (5. 1.1) 
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其 中 B(x) 与 7(z) JERK, A e? El 6? 25 1, en ge enm. 
GD TG,g) —OQTG,£ G—oo,r & E), 
TG.) =O, f) (r-o,r&E, 
Tor, eD =O, J) (G-—9o,r & E). 
, 证 . 由 0,1,00 X fe) 5 gGO 的 CM 公共 值 知 


fl) ata far- Btz) / 
OO) or p met (5. 1. 2) 


其 中 alz) 与 BGO Eg TE. d AGO E ge GO Hl, e ae 1, e? x 
1. e^ 0779 3€ 1, BEER (5. 1. 22 得 


Bi) 2| l pr) " 1 


FA YR) = BG) — alz). BHO. 1. 3) BÜfR C5. 1. 1). 
由 定理 2.18 得 
Trg) < 38UG f) +S f). (5. 1. 4) 
Erg (5. 1. 2) 得 
Tire s TG.) TG,g)» 00) 
«TG. dM SG, 
Tire) sz TG. TG,g) + OO) 
« ATQ. SG, f. (5.1. 5) 
因此 
Eir.) = Dye) 
zu Tire) Tire) HO) 
BT e Sir, f). (5.1. 6) 
El (5. 1.42, (5. 1. 50. 5.1. 6) 即 得 定理 5. 1 的 结论 (ii)， 
注意 到 (5. 1. D 中 的 260 与 Y(z) 具有 任意 性 . 如 果 f(z) 与 
gGO 其 有 三 个 判别 的 CM 公共 值 , 由 定理 5.1 很 难 确定 了 与 g 的 
关系 . 因此 要 想 确 定 f(z) 与 g(z) 的 关系 ,必须 再 给 函数 加 上 一 定 
的 条 件 . 本 章 所 介绍 的 就 是 这 方面 的 研究 结果 . 


5.1.2. 三 个 亚 绅 函数 的 唯一 性 定理 


R. Nevanlinna'? 证 明了 
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定理 5.2 至 多 存在 两 个 不 司 的 非常 数 亚 纯 函数 ,具有 三 个 
判别 的 CM 公共 值 . 

证 . 不妨 设 三 个 CM 公共 值 为 ， 0,1,00. 假设 定理 5.2 不 成 
立 ; 则 存在 三 个 非常 数 亚 纯 隐 数 了 (xz),g(z) 5S AGO, RA CM 公共 
Ë 0,1, H fæ) Æ glz), f) Z hlz), g(2) Æ hle). 

JE 0,1,oo 中 有 二 个 为 f(z) 的 Picard 例外 值 ,不妨 设 0o 
78 f G0 BS Picard 例外 值 . 由 定理 3. 33 &0 f GO g GO h GO 中 至 少 
有 二 个 恒 等 , 这 与 假设 矛盾 . 因此 ,90,1,oo 中 至 少 有 二 个 不 为 
f GO 的 Picard 例外 值 . 不 妨 设 0,co 不 为 f(x) 的 Picard 例外 值 ， 
于 是 了 的 等 点 与 极点 均 存 在 . 

由 0.1.90 为 f(z) 与 g(xz) 的 CM 公共 值 ,应 用 定理 5.1 得 


ee cei ee (5.1. 7) 
EP 8, 5 Y, SERRE H e E 1e E ue s eL 0.00 不 为 


f(z) 的 Picard 例外 值 , d (5.1. D ll, e 天 常数 .en ze 0E. 
由 0,1,05 A f G) 5 & GO B CM 公共 值 ,与 前 面 类 似 , 也 可 得 


到 


e7” — 1 
T (5. 1. 8) 


RE A 与 六 为 整 函数 , 且 e% 关 常数 , EROR he, 
由 (5.1.7),(5.1.8) 得 
dtc. Pea 
e — i e—1 
A 8. e^: = e, H (5. 1. 9) f eh e e^. BEER Co.1. , 65. 1. 80 Rag 
— hx EBURTTR. Bt e^ E e^. HR e^ mc HrBeGE OD ON 
常数 . 83 05. 1. 90 A. / BE ONE e — 1 0 eh 1 — ce 
一 1 二 0. 注意 到 ei 一 1 二 0 与 ce 一 1 二 0 没有 公共 零点 ,这 是 
一 个 矛盾 .于 是 er 后 关 常 数 . 同 理 可 证 e*-" 关 常数 . 
由 《5.1.9) 得 
€ — eA Lp ehh p enh eer]. (5.1.10) 
应 用 定理 1. 54, Bü C5. 1. 100 Al, e^ * 67 5 eo h e^ cp ERE AR 
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= 一 一 -一 h = 


(5. 1. 9) 


为 常数 . SEC AE RR TES. 
(1) 假设 eTa =k, EP a EOD 为 常数 , 则 e” = keh, 
全 入 (5.1. 10) 得 
e — yet 十 em 一 ea 一 1 一 天， (5. 1. 11) 
再 应 用 定理 1. 54, H8 C5. 1. 1D Ale ^ 为 常数 , 设 e^ = c YU 
ena = Ur LIES POLEN IS 
(2) 假设 e^ — E. HB GE 0) 为 常数 , 则 e — kreh , 代 
- AC. 1.10) 得 
kefi -— efn R 十 ehh Lp eh-A — 1b b. (5.1.12) 
如 果 1 +k = 0. H 65.1.12) 得 
一 ehhe h eT p a7 5 i]. (5.1.13) 
PERIERE 1.56, 8 C5. 1.130 f ef^ — — 1 及 e 1 一 一 eh, 于 
Eon 各 一 1. 这 又 是 一 个 矛盾 .下 设 1 十 已 天 0. 应 用 定理 1, 54， 
由 (5.1.12) 知 ,e 75 为 常数 . 设 ef^ — 6E 0, Wr e — 
coe A IE AL CS. 1.12? 得 


kaeti 十 e + cse = ] d b, + c. (5.1.14) 
应 用 定理 1.54.13 (5.1. 140 得 1 十 大 十 cs — 0. 于 是 
~— kei’ -— ce 2 一 ], (5. 1, 15) 


再 应 用 定理 1. 54, 由 (5.1.15) (B e'h ^ Eg ef 77; 3o ENG. 因此 上 
与 es 均 为 常数 ,这 是 一 个 矛盾 .于 是 ez 天 常数， 

(3) 假设 e'a = ka, EB SCORE 0) 为 常数 . 则 e^o 一 
kse 5 代入 (5. 1.10) 得 


eh F ke "i cm e A eh AL] H k. (5.1.16) 
应 用 定理 1.54, H1 (5.1. 160 f k, — — 1. 65.1.16) 得 
e? 十 entra = e?e 一 1. (5. 1. 17) 


应 用 定理 1. 56, Hi C5. 1. 17) f: ent Ss li m æ PEZ E i. 
T e85ul,g30.1.17) 得 ez m et^, PE e^ um LX 
是 一 个 矛盾 . 
E — e^ mi RI e^ mo ems 注意 到 oA 一 一 1 于 是 
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f e^ = ee ,这 又 是 一 个 矛盾 . 
这 就 完成 了 定理 5. 2 的 证 明 . 


5.1.3 四 个 亚 纯 巩 数 的 唯一 性 定理 


1991 年 ,Jank-Terglane" 用 实例 证 实 了 ,定理 5. 2 是 精确 的 . 
Jank-Terglane 的 例子 是 : 

e e? ec? 
二 
其 中 为 非常 数 整 函数 . 容易 验证 ,0,co 均 为 了 ,g,h 的 CM 公共 
秆 ,1 为 f,g,h 的 IM 公共 值 ,但 f,g,h 互 不 相同 . Jank-Terglane'*? 

证 明了 下 述 

定理 $.3 di fg :hk 均 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a;( = 1,2,3) 
为 三 个 判别 的 复数 ， 如 果 ajsa, A Fg. h. 的 CM 公共 值 ,a; Af 
gh. E AM 公共 值 , 则 Fig h.e 中 至 少 有 二 个 是 相同 的 . 

df/—2e6—1.g—e(2 — D, h-ec"(2 — 1), k= 
Qe 一] 其 中 为 非常 数 整 函数 . 容易 验证 ,ce 为 fig. h.e 的 
CM 公共 值 ,0,1 均 为 f,g,h,k 的 IM 公共 值 ,但 Fig hk ERA 
同 . 这 个 例子 表明 ,定理 5.3 是 精确 的 . 下 面 证 明定 理 5. 3. 

不 失 … 般 性 ,不 妨 设 aa = 0,2, = ca = 1. 假设 定理 5.3 不 
成 立 , 即 设 f.g.h.k 互 不 相同 . 

HEM 2. 18. 00r S (e. D — Sir g) = SCr,h) — SE). 
HRERS SOO. 为 了 方便 ,我 们 定义 
NO,0) = Ne, do, Rtr,oo) 2 Ne, D, Ne, = No, 
EU 

如 果 NO. NG,o0,NG,D 中 有 二 个 等 于 Str), 由 定理 
3.33 知 ,了 ,8 中 至 少 有 二 个 恒 等 , 这 与 假设 蔬 盾 , 因此 N e,o), 
NG 00) ,NN(r,1) 中 至 少 有 二 个 不 等 于 SC). 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 

N(r,0) £S), N(r,D x86). (5. 1.18) 
H 0,00 为 f,g,h, 的 CM 公共 值 ,得 
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CERES foe, =e, (5. 1. 19) 


E 
其 中 a,8,7 为 整 函 数 . 如 果 & 三 c, 其 中 c 为 常数 ,注意 到 1 为 fg 的 
IM itf. BE C5. 1.180. 65. 1.19) 得 e^ 1, TERS =g, R 
REFE. EIE. 不 为 常数 . 同 理 可 证 8,”，,e 一 B,a— Y,B — Y 13 


Pm = Á, e 3; n 1 C. (5.1. 20) 


其 中 4,B,C HEARE. H5. 1.18 , (5. 1. 20) 得 A,B,C, 5, 


AB 均 不 为 常数 . EG. 1. 19) ,(5. 1. 200 RH e, (8 


i A = 
£—— (5. 1. 21) 
T NT 
g=- e?7* (5. 1. 22) 
5 EM e? e 
&-1 
ge e (5. 1. 23) 
A = e7 
H1 C5. 1. 21). €5. 1. 22) 得 
peg B — A) + CA — AB) 
e == B — AB : (5. 1. 24) 
由 (5. 1. 212, €5. 1. 232 得 
ar €(Q€ — A) t KA — AC) , 
e 一 —C-—AC ` (5. 1. 252 
再 由 (5.1. 212, (5. 1. 22) 得 
B N 
p-a — ECA cc B) + (B — AB) ; 
再 由 (5. 1.210,65. 1. 232 得 
puc UA EU FCU TA (5. 1. 27) 


A — AC 

H3 C5. 1.242. (5.1.26) 90,1 3g e 5 e? 的 IM 公共 值 . 同 理 ,由 

(5.1. 25), (5. 1. 272 A, 1 为 e E e 的 IM 公共 值 . 注意 到 0,00 3 
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H e* ,ere KY Picard 例外 值 ,由 定理 3.33 知 ,eyes,e 中 鞋 少 有 二 个 
恒 等 ,这 与 a — B,a — Y,8 a Y 雹 不 为 常数 矛盾， 
这 就 证 明了 定理 5. 3. 


5.1.4 重 值 与 唯一 性 


1985 年 , 仪 洪 勋 六 证 明了 下 述 

定理 5.4 设 /(z) 与 &(z) 为 非常 数 亚 纯 范 数 ,0,1,oo 为 其 
CM 公共 值 . 如 果 

Notes Natrii) + Nar D ASEP), 


S 

(5. 1. 28) 

W f(z) = giz). 

WE. RR [/(z) £g) 出 定理 5. 1 得 
gu p (5. 1. 29) 
e'-—] e?—] 

EF B5 Y SEHR e lue cl. 25. 再 由 定理 5.1 得 
To) — OTa) Gr & E), (5. 1.30) 
Te =O.) Go »,r & E). (5. 1. 31) 


于 是 有 
TG,e07) = OCT Gf). ror & E). (5. 1. 32) 
显然 f(z) 的 重 零点 必 满足 
[7-120 
Lg 


车 8 为 常数 , 必 有 Ns(r, 下) 一 0. 下 设 8 关 常数 .由 (5.1.33) 得 


(5.1.33) 


NaG 30 &2N GÀ) K TG. B) OQ). GL 30 
由 定理 1.47 得 
Tír, 8) = .9(rye5)， 
Ri C5. 1. 30) 得 
TO, R) = Sir, f). (5. 1. 35) 
由 (5. 1.342, (5. 1. 35) 即 得 
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Nep) =S, f). (5. 1. 36) 
显然 S) 的 重 极点 必 满 足 


LA 一 1 一 0， 
|» = Qo. 
与 上 面 类 似 , 也 可 得 到 
Natr. f£) = SG. (5. 1. 37) 
注意 到 
T(éQ8—Y — 
y = 
于 是 了 一 1 的 重 零 点 必 满 足 
Cid -1=0, 
ig! — Y — 0. 
与 上 面 类 似 , 也 可 得 到 
Natriy p = SQ. (5. 1. 38) 
di (5.1.36),€5. 1. 322, Gs. 1. 38). 即 得 


Nar o) 十 Netr:7 + NaGD = S00, 


这 与 (5. 1. 280 矛盾 . FEC) =g. 
1989 年 ,G. Brosch" 也 得 到 了 与 定理 5. 4 类 似 的 结果 ,下 面 


给 出 他 的 证 明 . 
假设 
NaG FE) ASi, f). (5. 1. 39) 
设 
"TONS I s ; 
a cp z (5. 1. 40) 


E A 250. Hi5. 3. 4O H, mir AD = SGUD. B] 0,90 389 £F. 

5 g 的 CM 公共 值 , 放 a 没有 极点 , 即 NG.AD = 0. THÉ 
Tir,A) = Str. f. 

显然 有 


Nutz) < 2NG, 1) 
« 2TG.4 + OOD 


= Sir, f). 
这 与 (5. 1. 39) ZF JE. T å = 0. H (5.1.40) 得 

feeg. (5. 1. 4) 
其 中 c( 关 0) 为 积分 常数 . H3 (5.1.39), (5.1.4122 f8 c — 1. 因此 了 
L-— g. 

假设 
NaG de) SG. 

设 


与 上 面 类 似 , 也 可 得 到 =g. 
假设 
Natr, ND 3 Str. f). 
设 
A 
ff- gl(g— 1 
与 上 面 类 似 , 也 可 得 到 f 二 g. 
定理 5.5 设 f(2) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1 为 其 CM 
公共 值 ,co 为 其 IM 公共 值 . 如 果 
N’ rwo) € SCr. f, (5. 1. 42) 
REN Goo) Xn f£ 5i g IJ EE SUSKCT 1 的 极点 的 计数 函数 , 按 
重 级 小 者 计算 次 数 , 则 f(z) m ge). 


oa UR g 

一 JU D ga D (5. 1. 43) 
如 果 8 天 0. BRE m [D 一 SG 六. 注意 到 0,1 为 1 与 g 的 CM 
公共 值 , 故 f,f 一 1 的 零点 均 不 为 8 的 极点 ,由 (5.1.43) A FB E 
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点 也 不 为 8 的 极点 , 故 P ERECTAE 

T(r,B) = Sir. f. 
设 zo 为 了 的 pl 之 2) 恒 极点 ,为 g ff aC 2) 重 极点 .由 (5. 1.43) 
ahr 为 8 的 零点 ,其 重 级 Z min(p.g) 一 1. 于 是 


N* Cr,ce) & 2N Cr, 1) 


E 
s ZTDG.,)4- O12 
= S, f). 
这 与 (5. 1. 42) JA. TÆ = 0. 再 由 (5.1. 43) 得 
f .—& (5. 1. 44) 


了 一 1 mi g—1 
KPO 为 积分 常数 , 设 z 为 上 的 极点 ,由 (5. 1: 42) 知 ,zo 点 一 
定 存 在 . 把 xs 代入 (5.1.44) 18 e — 1, 由 此 即 得 f(z) = gle. 


Z .~ 1% * — 2 
u fope soc UID 
注意 到 
z) — 1 de rs (Ql Zle 一 3) 
fG) 1 AQ — 1X7 giz) t= " 


容易 验证 ,0,1 A f£ 5g CM Zl cog fGo 5 gGO BI IM ZA 
共 值 , 且 N Guo) = 0.N Gp) PRR OGE TORE: 
有 明定 理 5.4 中 的 条 件 *0,1.cc 均 为 了 上 与 g 的 CM 公共 值 ” 是 必要 
的 ,也 表明 定理 5. 5 中 的 条 件 (5. 1. 42) 也 是 必要 的 . 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Nevanlinna, (p Bion, 


Brosch*" ,Jank-Terglane 
$5.2 亏 值 与 唯一 性 


5.2.1 公共 值 具有 亏 值 


H. Ueda^-? 改进 和 推 让 了 定理 2. 33, 证 明了 下 述 
定理 5.6 REg 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1,co 为 其 CM A 
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tB. 如 果 


Ndr, 子 ) HNG f) 
Iim T, f) 
则 fg 或 者 fg 二 1. 
EO 改进 了 定理 5.6, 证 明了 下 述 
定理 5.7 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1，co 为 其 CM 公 
共 值 . 如 果 
Ny(G, 


(5.2. 1) 


Jo NyG.D « Q-oa»TO. CED, 

(5. 2. 2) 
其 中 4 二 4, Tr) = max{T r, f), Trg) } d Àg(0,o2) 中 具有 
无 穷 线性 测度 的 一 个 集合 , 则 fug. 或 者 fg 三 1. 

证 . 我 们 把 集合 了 分 成 两 部 分 + 使 得 当 rE 1, 时 ,T(r, f) x 
T(,.g)3reclLwTGG. zTGO..851,51,m37w8— 
个 其 线性 测度 无 穷 . TR- ' 般 性 ,不 妨 设 

T(r,g) STOND CED (5. 2. 3) 
于 是 有 
TG) =T, N) ED (5.2.4) 
假设 JEg 由 定理 5,4 得 


Nas + Ner pi + Ner N = SG,f). 


f—rY 

(5. 2. 5) 

由 定理 5.1 得 
f- T, z= £4. (5. 2. 6) 
An 85 Y AEPREX EL e^ 25 1, e" 6 1. e^ SÉ e". BED SERE 5.148 
T(Gr,e) = OO (r,/) G& E), (5. 2. 7) 
Tire) = OT (C & E) (5. 2. 8) 

h= f, h=, /二 一 fe. hG. 2.6) 得 


b» X (5. 2.9) 


jd 
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T'o) = maxi TO. fG = 1,2,3), BG. 2.72, (5. 2. 8) 得 

T'O = O(N (G & E). (5. 2.10) 

如 果 LOU = 1.2.32 线性 无 关 , 应 用 定理 1. 48, 由 (5.2.9)， 
(3.2.10) 得 


Tof) < Dnot + Ne,D) — NC, fi) 
z Ni, fd 4 SG... (5.2.11) 
其 中 
fi f. du 
D-f'' f/ f|. (5.2. 122 
e PME ou 
A 1 1 
Z;NG.2 = £NG.), (5.2. 13) 
由 (5. 2. 90, (5. 2. 12) 得 | 
Be A 
JEN f£. 
因此 
N(r,D) — Ntr,f.) — Nir, fox NGi,f^) 一 NIr 门 
x; 2NG.f). (5. 2. 14) 


由 (5. 2.525,65. 2. 11,(5. 2.132. (5. 2. 14) 得 
TG, f) 2N, 0) HN GS) + SG, f. 
Bi gi (5. 2. 2) .€5. 2.4) 得 
TG)«2(À-c-oQG)TOO) EI), (5. 2. 15) 

Baie l.c. 2.15) 不 订 能 成 立 , 这 个 矛盾 证 明了 方 (7 = 1,2,3) 
线性 相关 , 即 存在 不 全 为 专 的 常数 00 = 1,2,3) ,使 得 

ef. 十 cz 六 十 cs 一 0， 
即 

cf 二 ce 一 cfe = 0. (5. 2. 16) 
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如 果 c - 0. HG. 2.160 得 


代入 (5. 2. 65 得 


Em apis 

Not 3) -—TGJ SG 

—(01-e0»TG. CED. 
这 与 (5. 2. 22 矛盾 .因此 e, Æ 0. 由 (5. 2. 16) 得 
ea 一 一 至 广 十 TE. (5.2. 17) 
Ez 2 

把 (5. 2.17) 代入 (5.2.9) 得 

a- yf- cB ea. (5.2. 18) 

£5 €z È 


如 果 工 一 e #0, 注意 到 /不 为 常数 ,由 (5.2.18) 得 ,1 一 
关 0 及 


由 此 即 得 
NyG, f) = TJ) + SG.) 
—(ldoODTGO (r€1I). 


C 


xx 5 (5.2.2) PB A 1 - FR = 0, Hl e; = e. hC- 2. 185 得 


1 一 全 天 0 及 
《2 
f= C. (5. 2. 19) 
€3 77 Cz 
dg (5. 2.19) RAG. 2.175 得 
B IL Cz es £z 
e Bic g 


由 此 即 得 c; — 0 Re^ — 67. 再 由 (5.2.6) 得 f= 一 e Rg 二 一 
eg.pEf gs 

由 定理 5.7, 我 们 可 以 得 到 下 述 

z. 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,oo 为 其 CM 公共 值 . 
如 果 

ô C0, O + à; (co, f > i 

则 ff 寺 8g 或 者 f*g 寺 1. 
5.2.2 非 公 共 值 具有 亏 值 


1985 4 , (BERI 证 明了 
定理 5.8 设 f 与 g WNdETCHOUW 5E RR 0,1,0o 为 其 CM 公 
共 值 , 且 f 关 g. 表 设 a 为 一 个 有 穷 复数 , 且 a 75 0.1. 如果 la, D 


olas f f Picard 例外 值 , 且 仅 可 能 出 现下 述 三 种 情况 之 


G) (f—a)lg +a—1)=aQ — a), H f= aQ — e’), 
g= 0 — a)l — et), 
G f- a- we=a 有 f-its- 


ae* — 1 |. ae! — | 
S15 73095—1» 


Gi) fesag.H f= 


其 中 $ 为 非常 数 整 函数 . 
证 . 由 定理 5.1 得 


一 7 一 一 ， (5. 2. 20) 

其 中 与 7 为 整 函数 ,是 ÀE, 6 55 1, e E e". 再 由 定理 5.1 得 
TG.) OO r, f) GE& E), (5. 2. 21) 
Tore) = OT M GE) (5. 2. 22) 

由 《5. 2. 20) 得 
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B--Y 
pojast 1 (5. 2. 23) 
e 一 1 


我 们 区 分 四 种 情况 . 
OD 假设 ee ,e? 7” 均 不 为 常数 . 
Bi C5. 2. 20), (5. 2. ki 
Nite, y + NG,- ee E Np = Noz) 


了 1 
hu T SG. (5. 2. 24) 
设 
1 7 
fi EI. a) Ce 19. 
fi = 2 ELS , 
à y 
Jum 
显然 方 (7 二 1,2,3) HAAR. 由 (5. 2. 200 得 
3 
Mmi. (5. 2. 25) 
j=l 


如 果 方 (7 一 1,2,3) 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 常数 cj(7 = 1.2, 
3) ,使 


efi + afi ef. 0. (5. 2. 26) 
WE = 0, H5. 2. 26) 得 
eda Ees =0; 
ek, Rcd => 
Bn pen e "ps LIÉ 0. 


由 此 即 得 e ”为 常数 ,这 与 假设 蔬 盾 . P cl Æ 0, f HL C5. 2. 26) 
18. 
fi = Ef, f, (5. 2. 27) 
把 (5. 2. 27) 代入 (5. 2. 25) 得 
ĉi Cr 


Rp 
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二 een, 


Ca UE Y 
SD uS ^r UIS 


应 用 定理 1.54 即 可 得 到 蔬 盾 . TJÉ /; 0 — 1,2,» 必 线 性 无 关 . 应 
用 定理 1. 48, 由 (5. 2. 250 得 


TG. f) «NO + Sf», 


Tif) « NGA) + SG,f). 
1 
Bg 


$ 1 
Tire) < NG pE) EN yin) 
TuS iV 十 Sr 让， (5.2. 28) 


TO < No. p D NOGlL 


-Nor N + Ser, f). (5.2. 29) 
Hi (5. 2.24), (5.2. 28) 得 


Ne 了)< Nz 2 $6.0. (5. 2. 30) 
出 (5. 2. 29) 得 
NGA) < Nep S0. (5.2. 31) 
由 (5. 2. pu . 22) ,€5. k 23) 得 
Noita 1) 一 六 rz 一 二 二 ) 一 N(Gr, f£ 


=N. pue Tire) + SCr, f). (5.2. 32) 
设 
gi Leur — a)l — 1), 
l &. 
Bz 一 vd !y 
L4, 
Bs a e 


显然 gj(j 一 1,2,3) HAWAR. 由 (5. 2. 20 得 
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3 
Tg (5. 2. 33) 


与 前 面 类 似 , 也 可 得 到 gj( 二 1,2,3) 必 线 性 无 关 . 应 用 定理 1.48， 
由 《5. 2. 33) 得 
TO) < Niri 4 SG, 


即 


Trn «NO GL HNG gi) 
— Nir, f) +S er, f). (5. 2. 34) 
B5. 2.32), (5. d 34) 得 
1 
No 了 二- DEN pop + SN. (5. 2. 35) 
应 用 第 二 基本 定理 ,由 (5.2. 300, (5. 2. 312, (5. 2. 352 得 


TED <NE  NGve HNG, A) 


二 tr SG) 


< AN Gv TF 二 一) +S, f) 
LA — ela A HANTEN, G & E). 
(5. 2. 36) 
因为 sla, f) > t i. 2.36) 不 能 成 立 . 
(2) 假设 s 二 如 ,这 里 &GE0,D 为 常数 ， 
由 (5. 2. 20) 得 
f-az- 


Ll. — Qcad,— DX. (5.2.37) 


ki 
因为 Slaf) — 方 :由 (5 2. 37) 得 
L uk — 1)=0. 


因此 
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把 e =H RAG. 2. 20) 即 得 
f-—a0—€0, g-0u-—a0-—e^. 
于 是 
(一 as 十 ea 一 1 二 ad 一 a). 
这 就 得 到 了 (i)， 
(3) 假设 e? 和 三 ;其 中 kx 0,15 为 常数 
Hi (5. 2. 20) 得 
f (k, + a — 1) — ae” 
， a 一 e 一 - 1 * 
因为 SaD > lc iG. 2. 38) 得 
k, 十 a 一 1 二 0. 


(5. 2. 38) 


因此 
k&,—1— a. 
jg e = 1 — a RAC. 2. 20) 即 得 
T a -— 8. ..l . 
forig =a 这 co 
于 是 


f O0 — ajg =a, 
这 就 得 到 了 (i). 
(4) 假设 6^7 = b, Rc GE 0,1) 为 常数 . 由 (5. 2. 20) 得 
f TE (Rs < e a) 
Bd ela, f) > 去 :由 (5. 2. 39) 得 一 4 一 0, 因此 二 =a, 把 es 
= a 代入 (5.2.20) 即 得 


ae —] e” —a 
paai 
e 


et E ag» 


(5. 2. 39) 


TÉ 
fag, 
这 就 得 到 了 dii). 
对 于 整 函 数 , 我 们 有 下 述 
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定理 5.9 设 f 与 g 为 非常 数 整 阔 数 ,0,1 为 其 CM 公共 值 ， 
Hs. Bla I — T HOT HERE aA 0,1. 如 果 6(e, 29 
则 a 与 1 ~-- a 分 别 为 了 与 g H Picard 例外 值 , 且 
CF — alg -- a — D z2a((1 — a). 
WE. 与 定理 5.8 的 证 明 类 似 ,我 们 也 可 得 到 (5. 2. 200. 如 果 
e? e ses 均 不 为 常数 ,与 定理 5.8 的 证 明 类 似 , 我 们 也 可 得 到 
(5. 2. 30), (5. 2. 350. 注意 到 f 为 整 活 数 , 应 用 第 二 基本 定理 ,由 
《5. 2. 30),(5. 2. 35) 得 


TENN) NGA DENG DESTA 


<3 Neri) + $6.5 


«30 — la, ND HADT, A, G& E). 
(5. 2. 40) 
E338.» 3 ORG. 2. 40) 不 能 成 立 , 因 了 为 非常 数 整 函数 ,由 
(5. 2. 20) 知 ,ef 全 “ 均 不 为 常数 . 于 是 。 = 常数 . 与 定理 5. 8 的 证 
表 类 做 ,我 们 即 可 得 到 定理 5. 9 的 结论 . 
对 有 穷 级 整 函数 ,我 们 有 下 述 
定理 5. 10 设 f 与 g 为 有 穷 级 非常 数 整 落 数 ,0,1 为 其 CM 公 
HE, ESA g. 上 青 设 4 为 一 个 有 穷 复数 , 且 a 250,1. mE laf) 
0, 则 a 与 1 一 4 分 别 为 与 g 的 Picard 例外 值 , 且 
(f—alg+am1)=a(ll — a). 
证 .与 定理 5. 8 的 证 明 类 似 ,我 们 也 可 得 到 (5. 2. 200. 如 果 
,ee ,es 均 不 为 常数 ,与 定理 5.8 的 证 明 类 似 , 我 们 也 林 得 到 
(5. 2. 302, (5. 2. 35). 由 (5. 2. 30) 即 得 8(0,/0 Ze (a, > 0. d 
(5.2. 35) BREA, A ela, S) 2 0. BEHDE E 2.35 48 f — g X 
与 定理 5. 10 的 条 件 子 盾 . 因为 非常 数 整 函数 ,由 (5. 2. 200 知 ,e2， 
e HIRREN TE e = 常数 . 与 定理 5.8 的 证 明 类 似 , 即 可 得 
定理 5. 10 的 结论 . 
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5.2.3 定理 5.8 的 改进 


最 近 , 仪 洪 助 se 改进 了 定理 5. 8, 证 明了 

定理 5.11 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,co 为 其 CM 公 
HEH fx g. 再 设 4 为 一 个 有 穷 复数 , 且 a 关 0,1. 如 果 

Nr, y) ATON 8G, (5. 2.41) 

Wl a 2j f fj Picard 例外 值 , 吧 仅 斌 能 出 现下 述 三 种 情况 之 一 ， 

G) (一 atg+a 一 1) 三 allL 一 <)， 

GD f—(1-—2a)g2a, 

(i) f= ag. 

ur. 与 定理 5.8 的 证 明 类 似 , 我 们 也 可 得 到 (5.2.20)， 
(5. 2. 21), (5. 2.22). 我 们 区 分 四 种 情况 ， 

CD 假设 ee ,es“ 均 不 为 常数 . 

BRE BS 30,7 350, P ETY, 应 用 定理 1.47, 由 (5.2.21)， 
(5. 2. 22) 得 


Torp = Sirf), (5. 2. 42) 
TG,» = SG, f). (5.2. 43) 
设 
h = E, (5. 2. 44) 
WR AzÉO,1, H 
TG. s Tir, Bo TEY) + 00D = Sir, f). 
(5. 2. 45) 
如 果 
BO — 1) k m0, 
积分 得 
h- 1=Ae, (5. 2. 46) 
其 中 AGE 0) 为 积分 常数 . 由 (5. 2. 442, (5. 2. 46) 得 
t 
adr ibd 


再 积分 得 
A+e = Be”, (5. 2. 47) 
其 中 BOE 0) 为 积分 常数 . 应 用 定理 1. 54, 由 (5.2.47) ieie” 
均 为 常数 ,这 是 一 个 矛盾 . 于 是 
Bh) KEO. (5. 2. 48) 
由 (5- 2.20) 得 


he ? ms 
n e cde p (5. 2. 49) 
€ —1 
设 
F=(f—h)(e --1)=e —he’ +h—l1 
则 
EO lg "(t MERI B' G^ — he! Eh — 1) 
F CF — Ate! — 1) 
uU DA 
— h 
于 是 
E 
ae 
I-iFü-D-—E (5.2. 50) 


由 (5. 2. 50) 得 
Gp) S mes) -O£DG.BU-G- TG.) 
-H Tír k) + OG). 
Big (5. 2.422,05. 2. 452. 得 


my = Sir, f). (5. 2. 51) 
Hi (5. 2. 42) , (5. 2. 45), (5. 2. 50) 还 可 得 到 
Natal p? =S(r,f). (5. 2.52) 
Br Co. 2. 20) 得 


g — Be — Yel 十 Qr — Bg 
(^ — IXe —0) ^" 


R 
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于 是 
edon Pe yet (7 — 8) 


PT PESE = 一 SE o EE (5,2. 53) 
Bi (5. 2. 44), (5. 2. 49) 得 
QA LL cyrus 1 F 
areh = Bere —E P) — (5.2.50 
由 (5. 2.53),(5. 2. 54) Bp 18 
—y! P es 一 - git 5 
Y (jf ee" (5. 2. 55) 


由 定理 5. 4,(5. 2. 52) (5. 2.55) 得 
Neg ENDEN SG. (5.2.56) 


其 中 N GO 表 了 一 E 的 零点 ,但 不 是 ks 一 与 二 的 零点 的 计数 
函数 . 由 (5. 2. 45), (5. 2. 51), 5. 2. 56) 得 
TE, =T. E— h) Sr,f) 
: 1 y 1 


meo ENGL SG 
e NUI Nn o SV). 
TR ! 
Jud e Ner -N) SG. (5.2.57) 
同 理 可 得 | 
TG. Nir) = Nr) SG. (6.2.58) 


f 
应 用 第 二 基本 定理 ,证 使 用 (5. 2.57) 得 


TO. Pog r+ NG + Boro 
- NGa — Ne) +SP) 


' 1 : 1 , 
zi Mfp.——) NT BENL AS Fr, 
à re F SF 和 十 和 g) 


2 N, m +S CA 


Y. H 
LN Cr, N + Sr, 
SNG FZ " +N, g) Gr. f) 


siTlr ff— g++ NG.g) + SCr,N) 
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mr f+ mg) NG, f — g) 
+ ONG. + SlCr,f) 
Smr, mr,e) M NG.fÉ)- N(r,g) 
十 Sr 
=T, DHT, g) 十 Sr 三 ). 
由 此 部 得 
TED TG 一 NG Ž) + Ne l) 十 Ne) 
-上 Nr) + Sirf). (5. 2. 59) 
再 应 id nidos Bi C5. 2. it (5.2. 59) 得 
2T(G.,f£) x NG, P + No D TONG JL 23 


ENG.f)— ee SG. 


< Nen) uii 1) + NG,F > 十 NG.g) 
十 一 了 (r， e 十 E 


= -T(r. N +T (r, g} bius DOTr) 十 S fr M 


= TG, +N, T EY TD SG. 
2TA + Sir, f). 
由 此 即 得 
Neri = T, + SG,D, (5. 2. 80) 


这 与 定理 5. 11 中 条 件 (5. 2. 4D 了 矛盾. 

(2) odi z= Ri, 其 中 局 (天 0,1) 为 常数 . 

与 定理 5.8 的 证 明 类 似 , 我 们 也 可 得 到 (5.2.37). 由 
(5. 2. 37), p 2. 41) 即 得 

1 .He —1)= 90. 

与 定理 5. 8 的 证 明 类 似 ,我 们 也 可 得 到 (i). 

(D 假设 ef 三 ,其 中 EGRE 0,1) 为 常数 .与 定理 5. 8 的 证 明 
类 似 ,我们 也 可 得 到 Gii). 
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(4) 假设 6^7 — b, Krh £C 0,1) 为 常数 . 与 定理 5. 8 的 证 
明 类 似 , 我 们 也 可 得 到 {iii). 

由 定理 5. 11 ,我 们 有 下 述 

RLO 把 定理 5. 8 中 的 条 件 “8(a N ties ye > 
0", SERE 5. 8 DRZ. 

R2 设 / 上 与 8 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,co 为 其 CM 公共 值 ， 
且 fx g. 再 设 a 为 一 个 有 穷 复数, 是 a 天 0,1. piE: 


NG gH E TG, D 十 SG,.f), 
— a 


NG.D x TG D HSE), 

则 a,oo 为 了 的 Picard 例外 值 ,1 — 4,co X g 的 Picard WAMA, H 
(f — alg -F- a — 1) =al — a). 

显然 定理 5.11 的 系 2 为 定理 5.9,5. 10 的 改进 . 39 9p, (cd 
i7" 还 证 明了 下 述 

定理 $.12 Wf 5i g XE AES 0,1, 00 为 其 CM 公 
共 值 , 且 S Æg. 再 设 a -TARUK H a 55 0,1. 如果 

Nr, A AHATA, CED, (5.2.61) 


f-a 
其 中 « LIAO 中 具有 无 穷 线性 测度 的 一 个 集合 , 则 
NGE TG SG. (5. 2. 62) 


于 是 定理 5.11 的 结论 成 立 . 
证 ， 由 3 引 理 4.5 得 


NaG. T = Sir, f). (5. 2. 63) 
显然 有 
Napi «X Ne, ph -). (5. 2. 64) 
Hi (5. 2. 637, (5. 2. 640 Ep 48 
l .- x 1 
Npp SNe Fp T SG.f. (5. 2. 65) 


再 由 (5. 2. 61) 得 
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quen « 2( E oQTG D. G€ D. G2. 66) 


注意 到 4 过 三 LG. 2. 86) 即 得 (5. 2. 62). 
bia 12, 我 们 有 小 述 
系 ， 把 定理 5.8 中 的 条 件 “6(a, 户 > t» Sog 80.) > 


小”, 定理 5.8 仍 成 立 ， 
Se) = e e +]1,g(z) 一 e “十 e 十 1. 容 易 验 证 0， 
1,08 / E g IK CM 公共 值 , 且 f 关 g. 设 a 一 广 , 则 有 f(z) 一 


i- Ce 十 SEET TL. 


X l ole 
NOn sd FTN t S6, 


Ola, f) = L 
{a 不 为 上 的 Picard 例外 值 . 这 个 例子 表明 定理 5.12 及 其 系 中 的 
条 件 是 精确 的 、 
5.2.4 非 分 式 线性 变换 关系 

册 定 理 5.11.5. 12 的 证 明 " 可 以 得 到 下 述 

定理 5.13 B/S ge 为 非常 数 亚 纯 孔 数 ,0,1,90 为 其 CM 公 
jtf. RE f 7579 g 的 分 式 线性 变换 , 则 

Gb Te, Ð= NG, 3) + Nacr) 十 SG 六 ， 


Tir,g) = NGA) * NS) + SGH, 


G) TAN HTD = NG 村) +N) 
T Nr., £) 站 N cr) + Str, f). 
GO Tür. .= Neg L0 z t 860 


S< Nph + SQ, Ru a0,1,o5, 


Gv) Ni 4 - NGF) 4 SG. f. 


iE. ”由 定理 5.1 得 
g cB S 
-5—, g—t—, (5. 2. 67) 


其 中 有 与 y AERE e z5 le: 1e.:0.8(0.2.67 得 


f -—1 r (f—i)g | 
(g—D/ 


(5. 2. 68) 


如 果 ee ,es ”中 有 -- 个 为 常数 ,由 (5. 2.680 即 知 , 了 为 8 的 分 式 
线性 变换 ,与 定理 5. 13 的 假设 矛盾 . 于 是 ee 均 不 为 常数 . 
下 面 使 用 定理 5.11 证 明 中 所 用 的 符号 . 由 6. 2. 57), 
(5. 2. 58) BB f8 G). 由 (5. 2. 59) 即 得 Gi), 由 (5. 2. 60),(5. 2. 64) B 
$$ Gu). PE REBR Gv). 
gi C5. 2. 50) T 


Rc] i Neh x 十 gr 门 。 (5.2.69) 


Bi C5. 2. 55) Ane ne Y Cf — h») 的 零点 .于 是 有 


Rr) Nr,D) 4S. 


河 理 可 得 
Nir, d = NGA) HSG, f), 
HRUE Y Gv). 
应 用 定理 5.13 ,下 而 给 出 Nevanlinna 四 值 定理 (定理 4. 3) 一 
个 简化 证 明 . 
假设 7 不 为 8 的 分 式 线性 变换 . 因 aana, 为 了 与 8 的 CM 公 
共 值 ,由 定理 5. 13 的 (iii) 得 
TG. D = NG, o a) SP. 


同 理 可 得 
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Tio. 一 NG pEy 2 PA POP (j = 1,2,3). 
由 定理 5.4 得 
Nr pa) = No 1) S0, Cj = 1,2.3,4). 
因此 


AT (Gr. f) 一 Xe 2t SG, 


mn 


这 与 定理 4.4 的 (ii) S Nam p: 的 分 式 线性 变换 . 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Ozawa, Ueda”, dX dE 
副 57 93141728 343 ， 叶 寿 桢 ?2 ? LIEB * MAD Brosch??, 


85.3 周期 函数 与 偶 函 数 的 唯一 性 


5.3.1 周期 性 ,奇偶 性 


1989 年 ,Brosch™ 在 其 博士 学 位 论文 中 证 明了 下 述 

定理 5. 14 RIG) 5 g GO 为 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(j 一 1,2， 
3) 为 其 判别 的 CM 公共 值 . 如 果 f(z) — Art B) REPA, BH 
SZRK H iA] — 1.9 g) = gCAz + B). 

WE. BL) — dz B. 首先 假设 al 一 0,as = l,a, = o. 
H 0,1,co X f 5 g B CM 公共 值得 


TUE c s J) — 1 pn d 
go 7 2o eoe — ESI 
其 中 eG 与 B APER. 由 (5. 3. 1) 得 
E E Sa gro 3 = 
"g-L f geL’ (5.3.22 


Uu] ful g- L-i (5. 3. 3) 
H (5.3.2), (5.3. 3) Hl An,0. 1,00 9g Sg LIN CM 公共 值 .于 是 
0,1,00 22 Fg * 工 的 CM 公 共 值 .由 定理 5.2 得 ,Ag,g。 工 中 至 
少 有 二 个 是 相 局 的 .由 此 即 得 


“340。 


Ut 


DICE MEDI 多 H4 N 


giz) = glAz + B). 
对 于 一 般 情况 ,我 们 作 变 换 

T(z) = = FEE A . 2: = 2 
W Tia) = 0, Tta =], Tla) = co. 再 设 

F-T.f, G=T>6g, 
W 0.1 ,ee A F 5 Gý CM 公共 值 , 且 

F:L—TfsL-—T.f-—F, 

由 前 面 所 证 ,也 有 


于 是 


即 
giz) = g(Az + B). 
定理 5.14 中 要 求 |14| = 1 是 显然 的 . ARER, RE EA K 
数 f(z) 满足 
fiz) = f(Az+ B). 
其 中 4A,8 为 有 穷 复数 . 昌 14| 关 1. 
在 定理 5. 14 rH, A — 1, 则 得 下 述 
定理 5.15 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 沙 数 ,aj(f — 1.2. 
D 为 其 判别 的 CM 公共 值 . 如 果 f(z) 为 以 d 为 周期 的 周期 函数 ， 
则 g(GO 也 为 以 d 为 局 期 的 周期 函数 . 
在 定理 5.14 中 , 令 4 —— 1, 8B 一 0, 则 得 下 述 
定理 S. 46 BIC ga) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a (7 — 1,2. 
3) 为 其 判别 的 CM 公共 值 ,如 果 AGO OA BS BRE DUE e CO 也 为 偶 函 
数 . 


5.3.2 周期 函数 的 唯一 性 


我 们 先 证 明 下 述 引 理 
218 5.1. Se 为 非常 数 周期 亚 纯 函 数 , 则 f(z) 的 级 
E 841 


AP) ZE Y, FR CP m 1. 
证 ， WEKGOBIRIBIDS dC 0. BL dETESOIE PE PRESE EU 
个 Picard 例外 值 , 可 设 a 不 为 fF) 的 Picard 例外 值 ,并 设 


nddl pk 代为 下 整数 ). 
注意 到 SO 的 周期 为 4, 于 是 有 


1 
nir, y E zi Zr. 


Et 为 正 数 . BI 
Nop) Zr. 
由 此 即 得 
Tir. fò cr — O01Y. 

因此 f(z) 的 级 AMP) zm a. f GO 的 下 级 BC 1. 

与 定义 1. 18 类 似 .我 们 有 下 述 

定义 5.1 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,f(z) 的 下 超级 定义 
H logt T(r,f) 的 下 级 ,中 

n = lim ED. 


logr 

与 定理 1. 45 类 似 , 我 们 有 下 述 

定理 $.17 VE A GO 为 非常 数 整 函数 ,其 下 级 为 ph). 再 设 
f — e, RORSBZRCN v OO WE O0 — aO BE AGO 的 下 级 
SET 6s 的 下 超级 ， 

WE. 与 定理 1. 45 的 证 明 类 似 , 我 们 也 有 

T(r,hA) x logi6T (Ar, f) + 3]ACO E) 
E 
logT'{r,f) x; 3T (2r ,A), 

由 此 即 可 得 到 v1. (了) = a0. 

1992 年 , 郑 建华 "改进 了 Brosch™ 的 一 个 结果 ,证 明了 下 述 

定理 5.18 R/G) s go 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,co 为 其 
CM 公共 值 . 如 果 FO M EA d Ce 0) 为 周期 的 周期 函数 , 则 gCz) 也 
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Tow 


^ 
7 


JATE WR i 


Al a» FIBRAS RI ER P. 如 果 再 设 GO B9 PEE CÓ — 1, RU 
fG) = ga) ,除非 f(z) 5 g GO 有 形式 


ogri ent! gc d ri 
fG)- e S, AR I g) E e ut MER T 
— B 
其 中 必 m E a, 一 PES po 为 常数 ,mm 为 整数 


ur. 由 定理 5. 15 知 ,g(z) 也 为 以 < 为 周期 的 周期 画 效 .假设 
fiz) Æ gie), PRET 1 得 


rr 1 e 89 =i 
fiz) == JELIT’ glz) = TAS (5.3. 4) 
其 中 fe) 5 Yle) EN. H EELE ef ze". 
T6 — QO(T(r,f) (r& E), (5. 3. 5) 
T(G,e)-—O(T(r,f) (rE E). (5. 8. 6) 
Hi (5. 3.45 得 
i-r 
于 是 有 
Quen c fid) —1. f()-—1. uo 
gx—d)-—i g(z)—1 j 
即 
est -PO um], (5.3. 7) 
因此 


Plz+d)— B'()20. 
这 就 证 明 8B'(z) 为 以 d 为 周期 的 周期 函数 . 如 果 P' (<) 不 为 常数 . 
H1 5[38 5. 1 50, ' (20 B] F£R e CP) 之 1. 再 由 定理 1.21 知 ,8(z) 的 
FP LA) Z1. 再 由 定理 5.17 4n,e"? B FER S (C — BD zm 
1. 另 一 -方面 ,由 (5.3.5) o4 Q6) LA COO. TERA C) 的 下 超级 
aO 之 1. 这 与 定理 5.18 的 条 件 w(C <1 了 矛盾 .于 是 好 (=) 必 为 
常数 . 设 
PB'(x)=a, 

则 

Bo) = az + h, 


其 中 a; 5 为 常数 ,由 (5. 3. D Benth 也 为 以 a URINE 
数 . 由 此 即 得 o, 一 P7, ops 为 整数 . 


由 (5. 3. 4) 得 
i y 
(g — Df x 
于 是 有 
guo a pD], 
与 上 面 类 似 ,也 可 得 到 


Y(c = aaz + bz, 
其 中 a, 一 2*2, p, 为 常数 , 为 整数 . 这 就 证 明了 定理 5. 18. 
由 定理 5. 18, 订 以 得 到 下 述 
X. 设 f(z) 与 8(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a,(j 一 1,2,3) 为 其 
判别 的 CM 公共 值 . MUR Co 为 周期 函数 ,其 级 MP) > 1, 其 下 超 
级 CD < 二 则 f(z) 二 gie), 
对 于 整 函 数 , 我 们 有 下 述 定理 , 它 是 郑 建华 中 有关 结果 的 纠 


正 . 
定理 5. 19 设 f(z) 与 gCz) 为 非常 数 整 泪 数 ,0,1 为 其 CM 公 

共 值 . 如 果 f(z) 为 以 4d( 闫 0) 为 周期 的 周期 函数 , 则 &(z) 也 为 以 了 
为 周期 的 周期 函数 , 如 果 再 设 f(z) 的 下 超级 w (DO 1.0] f(z) 
sg(z). 除 非 f(z) 与 &(z) 有 下 述 形式 : 

O fæ = AQ et), ge) = AAA e), 
F ACE 0,1), a = Zei ub 为 常数 ,zz( 尖 0) 为 整数 . 

(ü) Fle) = ged eno 十 .… 十 1， 


giz) — e Gi 十 pn DAC) + 十 l, 
Zkri 


RUP n HERK, AGO 一 az 十 6, 这 里 4 一 ^q 汉 为 常数 (天 0) 
为 整数 . 
(iii) fi) —— gom) -- ea 一 e, 
gx) ER EN gh PUN eT Ph MES. em, 
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Xn n, hke) BE. 
证 . ”由 定理 5.15 知 ,g(z) tA d 2 JEU R83] AR. 假设 
f(z) 关 g(z), 应 用 定理 5.18 得 


aetb — 1 pg nth C 1 


fos Sas Ea) = Ta? (5.3. 8) 


其 中 Q1 一 em a 一 aum 5, +b: 为 常数 ,me ,上 为 整数 ， 
WMF = 0, 由 (5. 3.8) 得 

` SES >: aztłė -一 pe e^ 

fi = d cs i 1), go i uh 


(eah — 1). 
(5.3. 9) 
i LÀ A.N As 0.1. BC. 3.9) MRES. 19 CO. 下 面 


l--e 
Bik o6 0. 应 用 定理 2. 31, 由 (5. 3. 8 得 
az — b, = Plaz + b,) + 2Qri, (5. 3. 10) 

HF PED, 为 整数 .我 们 区 分 两 种 情况 . 

(1) 假设 了 二 十 1, 其 中 x 为 正 整数 . 

Hi (5. 3.8),{5.3.10) 即 得 定理 5. 19 的 人 Gi). 

(2) 假设 P 一 一 ”其 中 ”为 正 整 数 . 

Bi C5. 3.82, (5. 3. 10) 即 得 定理 5. 19 的 (iii). 


5.3.3 ” 偶 函 数 的 唯一 性 


1989 年 ,Brosch" 证 明了 下 述 

1185.20 设 f(z) 5j g GO 为 非常 数 亚 纯 函数 ,aj(f 二 1,2， 
D 为 其 判别 的 CM 公共 值 . 如 果 FO 为 侦 函 数 , 则 g(xz) 也 为 偶 函 
数 . 如果 再 设 f(z) 的 下 级 (站 «oo f£ GO 的 级 让 站 不 为 偶数 , 则 
f(z) = gu). 

WE. 由 定理 5.16 Ig GO 也 为 偶 函 数 . 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 
4, = 0,4; = l,a, = 20, 有 1 不 为 f(z) 的 Borel 例外 值 . H 0,2 为 
f5 g H CM 公共 值得 


ftz) st 
20] Lg 


, (5.3.11) 
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其 中 a(z) DERA. 再 由 ACD « oo 8. GO 为 多 项 式 . 
BEO Ege mR e 为 常数 ,把 与 g 的 1 值 点 代入 
(5. 3.11) f& e' 三 1, 因 此 f(z) 关 g(z). 这 与 假设 蔬 挂 , 故 z' 不 为 常 


数 . 
因 /(z) 与 g(z) EOS TIS PRG PEEL Co. 3. 11) 得 
1 ga) ee 
flz) giz) . 
EE 


i (x) 
e CD ug, 


BJ e"? ARRA. 故 a(z) 必 为 偶 次 多 项 式 . 设 dege = 2n, HF n 
正 整数 . 注意 到 1 不 为 FG? 的 Borel PIME, TAXES 67 0,28 
> 足够 大 时 有 

rote T(r.e) = Tr) 


NO p^9?n 


mr ACE e 
E 
AC x 2n + 2e. 
由 < 的 任意 性 得 
ACÉ) s 2n. 


另 一 坟 区 ,让 定理 1. i4 与 定理 1.44 得 
2n = Ale) s max À), Ag = ACD. 
因此 
À) — 2n, 

这 与 定理 5. 20 KRPAN 不 为 偶数 矛盾 .于 是 f(z) m a GO. 

由 定理 5. 20, 容 易 得 到 下 述 

R. 设 Glz) 为 个 函数 ,其 下 级 A(G) < oo, 其 级 1(G) 不 为 
BR. 再 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,g = G.L, Ap LOE 一 Azo 
B,A( 关 0),B 为 有 穷 复数 . 如 果 f(z) Sig GO 具有 三 个 判别 的 CM 
公共 值 , 则 f(z) m gG). 
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E.  dRF—/OL'uXGeg:sL'.mfSsB4-TH 
别 的 CM 公共 值 知 ,与 G 也 具有 三 个 判别 的 CM 公共 值 ,再 由 定 
E 5.20 F =G.. FE =g. 

”与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Brosch , Hp. 


$ 5.4 ”微分 方程 解 的 唯一 性 


5.4.1 ”微分 方程 的 一 个 结果 


1985 4E.,Jank- Volkmann^" 证 明了 下 述 
定理 5.21 Ub /xi 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,并 了 且 满足 微分 方程 
CP Y = ay) ta S m cr das e PP" = PG, 


(5.4. 1) 
其 中 n 为 正 整数 dos, tOn] sa GÉ 0) AEA p 3C. ELTE IE. 
2n 
DTO) =S, f). (5. 4. 2) 


和 


mir J) = Sef), 
me opiy) = 5G. f), (5.4. 3) 
EF ea 为 有 穿 复 数 „H Piz,a)szÉQ. 
WE. 注意 到 an 250. H1 (5.4.10 得 
j=. WX cdm e o riu actas 
euo f à f das 
因此 当 | 六 ze 1 BUS 


> o iz 2n—] 
HESSE EIE Eis 


于 是 有 
míir,f) =S, f). 
设 g f -adHO 4D 得 
(g 0" = aug" bong! +e +g PG, 
(5.4.4) 
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且 


21-1 
DTe b HTO, Pa = Srg) = SG. 


3 |g| 之 1 时 ,由 (5.4.4) 得 
abs <L. Al 
iPI 


P| 


于 是 有 
mr = S) = Sr, f), 
即 


mrp 2) = Sr). 


5.4.2. Riecati 微分 方程 的 一 个 结果 


1987 年 ,E. Mues 证 明了 下 述 

定理 5.22 没 f(z) 为 非常 数 亚 纯 哨 数 ,并 恒 满 足 Riccati 微 
分 方程 

fi =a+bf +c, (5. 4. 5) 
其 中 a,b (0O 为 亚 纯 函 数 , 且 满 足 
TG.a)-d TG) + TG = S.J. 

再 设 4 为 亚 纯 函数 ,县 满足 TCr,p) = SG. 

G) 如 果 p 满 足 微分 方程 (5.4. 5)， 则 


Nc. gio) = $6.5. 
aD Re eri dcn 4. 5) . Bi 


Ner PSTN Sc. 


W. d g=cf. 则 微分 方程 (5. 4.5) 可 化 为 Riccati 微分 
方程 
g —A-r Bg t g^ (5. 4. 6) 
其 中 TGCQA) 十 Tir,B) = S(r,g). 易 见 ,车 Pb 满足 方程 
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(5.4. 5), W] c — co 满足 方程 (5. 4. 60. 再 设 


h—g-—r, 
则 微分 方程 (5. 4. 60 可 化 为 
Ah" — hCGB 4 2c +A). (5. 4. 7) 
再 应 用 定理 5. 21 得 
mG,h) = SG,h) = SGr.f). (5.4. 8) 
Ei (5. 4. 7) 得 
NGA) = N(r,h) + SG. f. (5. 4. 9) 


TB. 4. 7),€5.4. 80, (5. 4. 9) 得 
TG,h)-— TG,B-4 2r +h) 4 SG, 


- To. SU 
=N DANCED S0 


STOD +N SG. 
由 此 即 得 : 
So.) =N, = Rer +SP 


1 


— Ñ 
NO s 


+S, f). 


这 就 证 明了 


Re 1 
N ` ue LI , 
{7 rper. SG. f) 


Bl G» 成 立 . 
下 面 假设 p 不 满足 方程 (5.4. 5), 则 = 二 g — c IR Riccati 微 
分 方程 
k = (A+ Brrr) + CB 4 27 +h 
= Ph). 
因 * 不 满足 方程 (5.4. 6) , 故 P, 0) 天 0. 再 由 定理 5.21 得 


mos 1) => SG f). 
于 是 
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Tof) 一 TO, f a d + Str. f) 
-Ne 了 D TSEN) 


= Nr, pomo e» 二 o-a Sn 


= Na,7 St 
- No, 了 站 十 SG 站， 
这 就 证 明 l 
Nr, Fr- DETON HSS), 
B] Gi) 成 立 ， 


5.4.3 微分 方程 解 的 唯一 性 


1989 年 Brosch" 在 其 博 主 学 位 论文 中 证 明了 
定理 5.23 设 f(z) 与 glz) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,cj(j — 1,2， 
3» 为 其 判别 的 CM ARE. 再 设 了 满足 微分 方程 


Gy = > 户 = PG, (5.4.10) 
Et n JEM aG — 0,1,…,2n) AEA PRÉC ELE. 
YTGo) =S), a, 350. 


如 果 PG) 01,238 /G) e ga). 
证 . ”首先 假设 -0.6—1,6—2.BH0,)5, Mf 562 
的 CM 公共 值得 
=e, e. (5.4. 11) 
EF a, PNE 假设 f £g FEWER e^ 不 为 常数 . 因为 ,如 
果 e* 三 cc 其 中 c( 天 0) 为 常数 , 则 有 


E EE EUR £ ac (5.4.12) 


注意 到 了 浇 足 微分 方程 (5.4. 10) ,应 用 定理 5. 21 得 
mr, f) = SG;,f). 
- 350 - 


于 是 
TOD =NG, P + Sr, f). 
NÉ DARS. B e N FIBRE n, 代入 (5.4.12) 即 得 c= 1. 
于 是 有 了 三 5, 这 与 假设 矛盾 . 因此 e 不 为 常数 . 由 (5. 4. 11), 解 
Hf BIS 
一 2 一] (5.4.13) 


把 (5. 4. 13) RAG- 4. 100 得 
C— Pes (PB — o! )eP7 - a! eH y 
= Sa — 1» + (ere — 1075 (5. 4. 14) 


k=0 


注意 到 , (5. 4, 14) 的 右 端 为 
2D) 2 Dyal 1»*() hh 5 


k=0 {=D j—0 


2n CN 
ED (aiit, (5. 4. 15) 


Aa-—0 vu 


其 中 C, A EZ o C, ELS E Tr, Cr = SCr,f) , Can,o = An 天 
0. (5. 4. 140 的 左 端 为 


1 nl — ess i eps (fa) a, onfa 
i g'ef)n Cg a! )he*: (2) 3. Cr 一 全 


E ^ eod cete E Y^ (B' — a! Yn (a! )^s e ento ammo 


i 1251241 


= DD (5. 4. 16) 


u=0 v= 


其 中 D. ATARA, EL E Tir, D,a) == Sir, f) , Dano = 0. 
设 As = Coos BIO. 4.142, C5. 4. 15), (5. 4. 16) 得 


Ao = Coo 
^ in Zu 2r 
u- NV. = 
= 2,2,D.,47^ — D Cne 
pan van 严 一 人 væ y 
wz1 
2n 2n 
— > > E "und 
pmo v=] 


32517 


(E E lan 
= ^, Aen, CS. 4. 17) 


£1 


其 中 E.A, 29 NV f ECC EL US Je 
Tir, EnD =S, J), Tr, Ad = SG, 
Emo Dua — Cao =— ân Æ O. 
注意 到 , 当 j,p,g = 1,2, Cn + 2n, p Æa 时 ,有 
E8 — Ee = vB H ua, 
Km voe 为 整数 , 且 不 全 为 零 . 下 面 证 明 
T(r,e**") 之 了 (六 + Sef). (5. 4. 18) 
由 第 一 基本 定理 ,我 们 只 需 考虑 两 种 情况 22 0,4 22 0 Rv O0, 
六 0 即 可 .由 定理 5. 23 的 条 件 PG c) 3E 0, (一 1,2,3), 再 应 用 
定理 5.21 得 
mr D + mt, p EE mrs 7 DT = SUr, f). (5. 4. 19) 
(OD dBvmO4mOvlTa.m A 
B5. 4.11, €5. 4. 19) 得 


Tirette) = ME 
£ 1 
= mI TSON 
gE- 
= T(r, g" — DD -Nog 4 SG, 


I 


Cp e 2T Gg) — aNG p) — Gg D 
4 SG,f 

-acwUOir.g)-— T£) + Sr,f) 

一 Cu 十 y)gír,g) 二 SC, f) 

Zomír.g) + SCr,f) 

— mír, P -+ SG. 


) T SG,f) 


> Ne 
了 
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> Nr, rp HSCS) 
=T, 十 EM 
于 是 (5.4. 18) 成 立 . 
《2) 假设 :三 0,y 守 0, 且 vv,p 不 全 为 零 . 
由 (5. 4. 112, C5. 4. 19) 得 
Tirette) 一 moe, Erg Eh 


4D ust 


= mir, 


= T(r, G1 4 quos 


(g D EE Nor， 


TR 


= maxíg, — v} * T (r,g) 一 E 
— maxí0, —» — HNG f) d SG. 
max{ g, — v)T(r,g) — ur ir, f) 
-- maxi0, — » — MT Gr.) + SiGru f) 
max(g, — v) (T (rg) Tr, £P) t SG.) 
maxíg, — v} -m(r,g) + SCr, PD 
Zomüi.g)d SG... 
与 前 面 类 似 ,也 有 
mrg) STO, f) + SG. 

于 是 (5. 4. 18) 也 成 立 . 

应 用 定理 1.51, 由 (5.4.17), (5.4.18) 得 A, = O(& = 0,1, 

Gn 十 1)22). 这 与 Eno Æ 0 FE. RREH f(z) = ge). 
对 于 一 般 情 况 .我 们 做 变换 


£ —£1 .€3 —€3 


Tej= e (5. 4. 20) 
FJ TG) = 0, 了 (ca) = T (c) = co, 再 设 


! 


l 


F=Tef, G—-T-.g, (5. 4. 21) 
则 0,1，ee 为 与 G 的 CM 公共 值 . 
gi G. 4.20 得 
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az + B 
yz + 8’ 


KHa 8.Y,8 AX S cce f XE H A = a6 — 8Y x 0. 再 
由 (5.4,. 21) 得 


TG) 


Ete 
f—yp.E 


不 妨 设 c; Æ o, Mj To) = e [= y. 把 (5. 4. 22) 代入 微分 方程 
(5. 4. 10) 得 


《5. 4. 22) 


NT 


= 4 . 537 y- 4) Fe +. 
kD 
2n 
+ -LY apar (5. 4. 23) 


在 上 式 右 端 F” 的 系数 为 


aim Cy 
E 
EE. di Duc 
- PG) 关 0， (5. 4. 24) 


由 (5. 4. 23), (5. 4. 240 知 ,f 满足 微分 方程 
(QF'» = Yr. 


HF bn EM Sr Crh) = Slr,F). h Ati F= G. FE 
fg. 

由 定理 5. 23 ,可 得 下 述 

R 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 落 数 ,ci( 一 1,2,3) 为 三 个 判别 
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的 复数 , 且 c; i, —1(G—1,2,2. 86 G— 1,2,33 29 fG2 与 
tanz 的 CM 公共 值 , 刚 f(z) = tanz, 
WE. 设 g(z) = tanz, 显 然 g(z) 满足 Riccati 微分 方程 
g —g -Fl-(QgdD)0mg-:). 
由 定理 5. 22, 即 得 f(z) = ge). 
定理 5.23 中 的 条 件 PG. c0 250 G — 1,232 是 必要 的 .例如 
giz) = tanz 满足 Riccati 微分 方程 
g -—-cD)0(-D, 
再 设 了 (z) =— tanz. 容易 验证 0,4, 一 i,co 均 为 f(z) 与 g(xz) 的 
CM 公共 值 ,但 f(z) zE g GOD. 这 主要 是 因为 i 与 一 i 不 满足 定理 
5. 23 中 的 条 件 PCz,c) 0 G 一 1,2,3) . 再 如 , f(z) — 
满足 微分 方程 
广 一 一 (5 十 1)， 


再 设 g(z) 二 二 ,容易 验证 一 1, 一 于 ,0,oo 均 为 f(z) 与 


g(z) 的 CM 公共 值 , f /(z) 天 ge(z)， 这 主要 是 因为 一 1 与 0 不 
满足 定理 5. 23 中 的 条 件 Pee) 关 0 G —1,2,3). 


§ 5.5 ”特征 函数 的 关系 


5.5.1 EAH 


1976 t£, Osgood-Yang'? 证 明了 下 述 

定理 5.24 设 广 与 # 为 有 穷 级 非常 数 整 函数 ,具有 二 个 判别 
HEZA CM 公共 值 , 则 了 rp ~~ Tosg) (r— oo). 

易 见 .定理 5.24 实质 上 是 定理 2.32 的 一 个 简单 推论 . 1976 
^£ ,Osgood-Yang^" x6 fi lll ,在 定理 5. 24 中 把 了 与 4 的 级 的 限制 去 
掉 , 定 理 5, 24 仍 成 立 . 但 这 个 猜测 至 今 还 没有 证 实 ， 


5.5.2 ”有 穷 下 级 亚 纯 函 数 的 情况 


1979 年 ,Gundersen'“! 得 出 ; 若 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1， 
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oo 为 其 CM AHE, UIT G0 — T Gig) — o,r & E). SAU 
Gundersen'? 的 推导 是 不 正确 的 .1989 Æ Brosch 证 明了 下 述 

定理 5.25 设 f 与 g 为 有 穷 下 级 非常 数 亚 纯 消 数 , 具 有 三 个 
判别 的 CM 公共 和 值 ,; 则 TG, 让 ~T r, g) o oo). 

Brosch*" 对 定理 5. 25 的 证 明 是 相当 复杂 的 ,并 且 使 用 了 比较 
多 的 预备 知识 . 下 面 我 们 给 出 定理 5.25 的 一 个 简化 证 明 . 为 了 证 
明定 理 5. 25, 先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 5.2 WLG) Y GO AEPRAEL HUE e^ 051, e l, 
e^ 3E eR 


fiz) = So. 
我 们 以 NG, Xm e — 10 5 e — VRSAAEE RA, E 


级 按 小 者 计 , 并 且 设 
H(8) = max(Ref(re*)  ReY(re?) ,0};, 
则 
To, = (+o()).: E NIC. — Nolr,0) C£), 


其 中 五 为 有 穷 线性 测度 的 一 个 集合 . 
证 ， 首先 ,我 们 有 


NG, f) = Ntra 7D — N,( 0) 


zz (1 cToODOT(GC',e) — N, r0}, (r & E). 


(5.5.1) 
ABT EE mG o. REX 
S, — (6||0| «i ar, Refire x: 1), 
S, = (0| |0] < z,Reflire^) > L,ReY(re ^) « 1), 
S, = {8| |8] x z,ReBtre*) > 1,ReY (re) 1). 
于 是 ， 
je |f Ge*) 148 « f, 10g + i +00) 


"356° 


& mG, 42) - 00) 
一 of 了 re》 r & E), (5. 5. 2) 
f log* | fre) |d = | log* |e’ — 1|a9 
3$ $; 


e Í log" dé +00) 
5 


le^ — 1| 
= | Ret 867046 + oTe) 0 & E), (5.5.3) 
| logt |fe 140 = | Re* (Bere) — Vire de +00) 


(5.5.4) 
Hi (5. 5.12, (5. 5.2), (5.5.3), (5.5.4) 得 
TO. f) em Nir, f) + mir, f) 


2 
NEP + D zy Jon Len [ap 
—(-coODTG,e)-r 4 |, Re Bire” )dð 


i 去 J. Re! (Bre?) — YGe^)d0 — Nolr,0), (r & 


E). (5.5.5) 
注意 到 
TG = 去 [Re Y (re*)d8 


=L f, Ret Yire*)de + 1- f, Re* Y(re*)d +00). 
(5.5.6) 
Hioc SSs 时 有 
Re^ (B(re*) — Y(re*5) + Re* Y(re*) 
= max(Ref(re^) , ReY(re?)). (5. 5. 7) 


由 (5. 5.5), (5.5.6), (5. 5. 7) 得 
re, 六 = acea». d [nae — Nr,0), (r&E). 


由 引 理 5. 2 可 得 下 述 
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3085.3 设 
BG) = aaz" + az’! F ra, 


Y(z) = haz -crbz p ee + b, 
EH a,b G = 0,1 为 常数 , 且 a v6 0,5. 关 0,7 为 正 整数 . 
Bd 


(5. 5. 8) 


f(z) = o 
Kebetsé es 我 们 以 Nolr,0) 表 忆 一 1 与 。 一 1 的 公共 等 点 的 计 
数 函 数 REOR RUNE TE HIE ELE 
H* (8) = max(Rea,rne" , Rebyr^e"* ,0) , 
pu 
TG.) = a coa»: dc [Ia Oad — Nc. 
2T Jo 


证 ， 注意 到 
H(0) = H' (0) + O77), 
由 引 理 5.2 即 得 引 理 5. 3 的 结论 . 
下 面 证 明定 理 5.25. 
不 失 一 般 性 ,不 妨 设 0,1,ce 为 与 g 的 CM 公共 值 . B E 
&. 由 定理 5.1 得 
fie = M. ge) = CL. (5.5.9) 
其 中 8G) 5 YGO HERR BH. e"? 26 1,27? z5 1, e"? ae utm, h 
定理 5. 1 还 可 得 到 
Tre = OCT Cr, (Cr & ED, (5. 5. 10) 
TO, ey) = OO G,£) c & E». (5.5.11) 
国友 的 下 级 有 穷 ,由 (5.5.10),(5.5.11) AL e? 5 e" 的 下 级 也 为 有 
FTE 8(z) 5 Y GO 均 为 多 项 式 .我们 区 分 二 种 情况 . 
OD 假设 deg 关 deg”. 
不 失 一 般 性 ,不妨 设 deg8 > deg? , MY 
T (rie) = oCT (r, e^») 
再 由 (5. 5.9) 得 
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TG,f)--coODTG.e)5, 
TGG,g) = (1 + o(DDTG,e?) — 0d eQODTG, e. 
于 是 
Try 一 了 (rz) (r- o). 
(2) 假设 deg8 = degy. 
设 BGO 53 YG 如 (5. 5.8) 所 表示 . 应 用 引 理 5. 3, 由 (5. 5. 9) 


得 
To= 0 E, x [^ni ()d6 — N,Gr,0), 
9 
(5.5. 12) 
其 中 
Hj (8) = max(Rea,r"e" ,Reb,r"e"^,0) , (5. 5. 13) 
Tus) = Q +00). à fn (dh — N,(r,0), 
ü 
(5. 5. 14) 
其 中 


H; (0) = max(ReC— aorrend) ,Re( 一 ore 0). (5.5.15) 
(5.5.13), (5.5.15) 得 
H? (8 十 ) =H: (6). (5. 5. 16) 
注意 到 2x 为 Hr (9) 的 周期 ,由 (5. 5.125, 5.5. 142, (5. 5. 16). 得 
TG) - Qo» d Ünu (Oda — N,G.0) 


2 一 工 
-Gd+oo) 去 | "Hz @ + dt — No(r,0) 
2x -£ n 
1 [fes 
= Q gd i[ "Ht G)d8 — N.G.0) 


2m 
ed a. i i Ht (O48 — N, (7,0) 


= (1-FoODTG,f). 
于 是 TG, ~ T(r,g) (r 一 co). 
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5.5.3 ”无穷 级 亚 缉 郧 数 的 情况 


1990 4 ,Bergweiler'? 证 明了 下 述 

定理 $.26 IpO) (EL 0d4DEX B0) 0— 
ceo), 则 存在 一 个 集合 F 满足 
JF ELTE YE WI T MP P RC (20 与 &(z) ,使 得 0,1,co 为 1 与 a 的 CM 
公共 值 , 且 


= oo, 


定理 5. 26 的 证 明 比 较 长 ,可 参看 Bergweilero. 由 定理 5.26 
易 知 ,我 们 在 $5.5. 2 段 提 到 的 Gundersen'? 在 1979 年 的 一 个 结 
论 是 不 正确 的 . 

若 5g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,具有 三 个 判别 的 CM 公共 值 , 由 
定理 5.1 知 d 

TG.f)-0O0(TG.g) (r& E) 
T(r,g) = OCT(r,fJ0) (r & E). 
由 此 即 得 


TGO,f) 一 
kı °° < Tg) EL ka 十 o(1) (r & E), (5.5.17) 


K'rpo-kmk «oo 现在 自然 要 问 : 在 (5. 5.17) 中 ,与 的 


最 佳 值 是 什么 ?由 定理 2. 18 知 ， 
1 


hh (5. 5. 18) 
由 定理 5. 26 知 , 存 在 亚 纯 函数 £55 e ,使 得 
0<h 2< <o. (5. 5.19) 
1989 年 ,Brosch*" 在 其 博士 学 位 论文 中 ,证 明了 
$ <k «hx. (5. 5. 20) 


关于 (5. 5.20) 的 证 明 ,我 们 将 在 $5.5. 5 中 给 出 . 
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5.5.4 与 Nlr) 有 关 的 结果 


1989 ^E. ,Brosch'" 证 明了 下 述 
定理 5.27 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1,co 为 其 CM 公 
共 值 . 如 果 


: Nr) 2 
lim TC, A? 3 (5.5.21) 


r&E 
其 中 N GO 表 了 一 g 的 零点 .但 不 是 f,f — 1 与 了 的 零点 的 计数 
函数 , 则 S 为 g 的 分 式 线性 变换 . 
证 . 假设 f 不 为 g 的 分 式 线性 变换 . 如 果 Nc.) Ne, 


FPN OD 中 有 两 个 等 于 SGr, 力 ,由 定理 3. 30 知 ,/ 为 5 的 
分 式 线性 变换 ,这 与 假设 矛盾 . 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 


Nopi ESD, NOSI ESES) — 6.522) 


由 定理 5.4 得 
Na P = NaG pi + Na D = SCP). 


(5. 5. 23) 

与 定理 5.13 的 证 明 类 似 : 我 们 也 可 得 到 
fut qu aE N (5. 5. 24) 

e 一 】 e'—] 


其 中 ef.e ,ef 均 不 为 常数 , 下 面 使 用 定理 5. 11 证 明 中 所 用 的 符 
5. 


H (5.2.58) 得 

EP MU uq P NE n 

Tis GD Tei + o0 G. 5.25) 
注意 到 


F= (fC— hte -—1-e-—he hl, {5, 5. 26) 
由 (5. 2. 552,(5. 2. 68), (5. 5.25》 即 得 


Fo-_1.8(/—2)., f—&g 
Y gg—D f(g—1) 
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MENS ES rg di f= £ 2 
je & Db (5. 5. 27) 


Bi (5.2.52). (5. 5. PEN 


Nor, lo —S$G,.f). (5. 5. 28) 
由 定理 5.13 的 (iv) 得 
NG) = No5) T SC. (5. 5. 29) 


H (5. 2. 522, (5. 2. 55). (5. 5.27), (5. 5. 28), (5. 5. 29) 知 ,F 的 零 
点 的 计数 函数 除了 SCr, 放 外, 仅 需 考虑 两 部 分 : (1)g' 的 单 零点 ， 
同时 也 为 亚 的 单 零点 ,(2)7 — g 的 零点 ,但 不 是 /,f 一 1, 子 的 堆 
点 ,同时 也 为 让 的 二 重 零 点 . 

下 面 定 义 几 个 整 函数 . 设 

s-lagy-ra go, 


三 log TQ — Qr Or yao 4-8)» 


— 2Y' h" 4- BON, 
t, = g; PO + AP" + SQ" + aq 
— (QY" 4 3Y' Y" — Q'Y»(& + 8) 
— 3Q" 十 Q' y! c* + g) — aY h” + 87»2. 
WÈ rn = 0. WE SG -—1)—A 20.X5(.2. 4 矛盾 .于 是 
nO 设 = 为 /一 5 的 零点 ,但 不 是 /了 一 1 与 二 SERERE, 
zr WE Y (0 30. c 0. 由 (5.2.68) 得 
eic) Lg uL (5. 5. 30) 
应 用 (5. 2, 44), (5. 5. 300. H1 (5.5 260 8 F HE z, 的 Taylor 展 式 为 
F(z) = r(z)G — z)? + Til) 2 — z) 
onu G — zo)! + Olz — z)’. (5.5.31) 
p 
w 一 L5. (8. 5. 32) 
再 由 (5. 2.50) 得 
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本 B — 1) — A 
vim du quer pes E (5. 5. 33) 


设 
BaR, 
Hi 
C-22—(Ey, 
Ti Uu 
由 (5. 5. 312.(5. 5. 32) 48 w XE z, $ Laurent 展 式 为 
wa) = - + Blz) + Cle) (2 一 £0 + Ol 一 n. 
(5. 5. 34) 
B 
H =w + iw — Bw — A, (5. 5. 35) 
其 中 
Ama IB — 2B'. 
B (5. 5. 34). BI f$. H Æ z K Laurent BRA 
H(z) =— cus + CS) 
íz 一 
dob By HN s 
2 (z 一 za) 
~- CBG 十 B'(z) lz — z))—— H BG 
z Zo 
— Alz) + O(z — za) 
= Olz — zo). 
于 是 zxe 为 五 的 零点 .如 果 五 天 0, 则 有 
NOSNE ESEP 
STe, H) + Sir, f). (5. 5. 36) 
由 《5. 5. 32), (5. 5. 35) 得 
m(r,H)-— Sir. f). (5. 5. 87) 
Hi (5. 5. 26) 得 
NG,F)-SG.f. (5. 5. 38) 
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注意 到 z, 为 五 的 零点 ,由 (5.5. 322.(5. 5. 352, (5. 5. 38) 得 


NG,H)« 2NG o) + Sf). (5. 5. 39) 
由 定理 5.13 的 (i) 得 
TG, = NG a 十 Na) SG). (5.5.40) 
Ei (5. 5. 375, (5. 5. 39), (5. 5. 40) 得 
T(G,H) x; 2TG, f) — 2N.C) + SG, P). (5. 5. 41) 


Ei (5. 5. 360, (5. 5. 4D 得 
3N,G) X 2T (7,7) 十 Str, f) E 
这 与 定理 5.27 的 条 件 (5. 5. 2D FA TEH = 0. Es I vo HUE 
Riccati 微分 方程 
w' = A + Bw — lw. (5. 5. 42) 
注意 到 ,8g BHEART Se N P 59 F ERE UR. WE ' GO 一 0， 
F(z) faz — zo) + alz 一 z} 十 i (a, Æ 0), 


则 w = a TE z, 的 Lanrent 展 式 为 


w= -—— +00). (5.5.43) 
z Zo 
显然 (5. 5.430 不 满足 微分 方程 (5. 5. 42). 于 是 
Nesz) =S, P). 


再 由 定理 5. 13 的 (i) 得 
ToD = N.G) 十 SGr 门 . (5. 5. 44) 
iR E R[ UE 
T(r,g) = N) + Sr,g). (5. 5. 45) 
JE C3. 5. 332 代入 微分 方程 (5. 5. 420 ,化 简 后 知 ,了 满足 Riccati 
微分 方程 
L — a, t aif a, f zm PO, (5. 5. 46) 
其 中 Ro rl sy, A ARE. BJ E 
2 
S» Tria) = Sír, f). 
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Eaa N Gu f£) 3€ SG P. H5. 5. 46) 18 a. 3E 0. REB 3B 5.221, 
Bi (5. 5. 46) 得 
mir, f) = Sir. J), 


FË 
N, D =T, N + Sf. (5. 5. 47) 
如 果 p(x,1) 三 0, 由 定理 5.22 的 (i) 得 
1 


NO Ie SG. f), 
这 与 (5. 5. 22) 矛盾 .于 是 2,1) #0 BEBE RE 5.222 的 (ii) 得 
Ne. = TG0,N +SS). (5. 5. 48) 
由 着 理 5.13 的 Gi) 得 
TG. + TG = NG, 十 NG 4 -D + Nr,f) 
TONSGO + Ser, f). (5. 5. 49) 
由 (5. 5. 442, (5. 5. 45) 得 
TG.g)-— Tr, SG, f. (5. 5. 50) 
由 (5. 5. 44) , (5. 5. 47), (5. 5. 48), (5. 5. 499 ,(5. 5. 50) 得 


TED = Nos, ETD + SCr,f), 
这 是 不 可 能 的 .于 是 了 为 < 的 分 式 线性 变换 . 
5.5.5 Brosch 不 等 式 的 证 明 


1989 年 ,Brosch“ 证 明了 下 述 
定理 5.28 设 / 了 与 ce 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 具 有 三 个 判别 的 
CM 公共 值 , 则 


3 TC.) < im ELI 8 
8 < lim pe, y* 7697 3’ Rn) 
TAE rS 
其 中 王 的 线 竹 测度 有 穷 . 


证 ， 假设 了 为 8 的 分 式 线性 变换 ,由 定理 1.31 得 
Tir, D -—To.g)400D, 
定理 5.28 成 立 ,下 设 f 不 为 g 的 分 式 线性 变换 .不 失 一 般 性 ,不 妨 
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i 0,1,0c 为 了 与 g 的 CM 公共 值 .由 定理 5.27 得 
Hm Ne c2 (5. 5.52) 


r&E 


由 定理 5.13 的 (i) 得 
TED TG = NTP NG FE + NG 


HNO SG.) 
x ITOP 十 Neocr) 十 SGry 门 . 


于 是 
Tr g STe + Nolr) d SG,D. (5. 5. 53) 
BH (5.5. 522,(5. 5. 532 Ep4 


« B (5. 5. 54) 


ur) e LG 
r&E r&E 
同 理 可 证 
o Tr.) 8 
P T(r.g) < E 
Bj 


: Tlr,g) ~ 3 
lim To D8 (5. 5.55) 


r&E 


Í (5.5. 542.(5. 5.55) 即 得 (5.5.51). 


85.6 分 式 线性 变换 关系 


5.6.1 与 导数 零点 有 关 的 结果 


设 了 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1,0o 为 其 IM 公共 值 . 我 们 用 
Nor ORRI 5g! 的 公共 零点 ;但 不 是 ff 一 1 的 零点 的 计数 
庄 数 , 重 级 按 小 者 计 . 

我 们 首先 证 明 下 述 

定理 5.29 设 了 与 g 为 非常 数 亚 纯 范 数 ,0,co 为 其 CM 公共 
值 ,1 为 其 TM A360 GEH. No) = S60. BUR. Noro) 
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ESAD f cg. Eten 为 常数 . 


E 设 | 
is Z — z, (5. 6. 1) 
WE A m0, 8 0,00 Xj f i g BG CM 公共 值 知 ,作为 整 函 数 ,因此 
TG, 4A) = mic. A) = SG.f). (S. 6. 2) 
PES 


N'(tr,Ds Str, 
RENDER- 19g 一 1 的 重 级 均 大 于 1 的 零点 的 计数 
函数 , 重 级 按 小 者 计 , 由 定理 5,5 得 了 三 8g. 下 设 

N* G, = Sef). (5. 6. 3) 
注意 到 
Ner H) = SG). (5. 6. 4) 
由 (5.6.1),《5.6.2, (5.6.3), (5.6.4) 得 
N'.Gr.0) SNG K) + NaG TN G.D 
LTA) S.D 
= Sr, f). 
这 与 定理 5. 29 AREN :tr,0) S6 SG. NFA. PEAS opi 
g 


积分 得 


—UE 
fz2eg, 
HER cC G 为 积分 常数 ， 
应 用 定理 5. 29 ,我 们 有 下 述 
定理 5.30 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1,oo 为 其 
CM 公共 值 , 如 果 和 ro x SG. DI] £u g. 
üE. 假设 了 关 g. 由 定理 5.4 得 
NaGu T Natri FT) zS.f). (5. 6.5) 
再 由 定理 5. 29 得 
了 = 三 Cg， (5. 6. 6) 
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其 中 c1( 取 0) 为 常数 . 
值 .由 (5. 6. 5) 得 
Natri) Str ,F). 


EHN x SG. AAEM 5.29 得 


五 三 ca 
Bp 
)—f2a00-—38. (5. 6. 7) 
其 中 et 0) 为 常数 . 由 (5. 6. 6), (5.6. 7) 得 
{cz 一 ci)s = e; — 1. (5. 6. 8) 


注意 到 g 不 为 常数 ,由 (5. 6.8) 得 cl 一 ca == 1. 于 是 了 三 Z. 
Brosch'" 证 明了 下 述 
定理 5.31 设 f(z) 与 glz) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,oo 为 其 
CM 公共 值 . 如 果 f 不 为 g 的 分 式 线性 变换 , 则 


1 rs s 
Ju PENG ASES), 


EH a = 0,1,00., 
证 . ”由 定理 5.4 得 
Nati, 十 Ner, 4) + NaG yt i -— Sir, f). 


Nr, )s& NG, 


(5.6. 9) 
& S 
A= 5 一 £. (5. 6. 10) 
如 果 A, = 0, 由 (5. 6.10 ,积分 得 
f = Ag', 
再 积分 得 
J =Ag+B, 


K'B AGE 00, BARTEKSS A e D) PEE B, SE E BE 5. 31 的 
假设 矛盾 , 于 是 A 关 0. 
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Bb A S g 的 单 极点 , 设 在 z = z 附近 
f(z) 一 十 cs(z 一 zy) 十 …， C 3*0) 


ga) = DÀ d, -4-d4(z—z)--, (d, Æ 0). 
把 f(z) 5 g GO ff Laurent 展 式 代 入 (5. 6.10) ,通过 计算 得 
Alz) z— Olz pe Za). 
于 是 
NuG D x NGA «TG, AD + 00) 
x No NG, s SG. 
得 由 (5. 6.9) 即 得 
NENI & Ko p) + No 20 十 SC 
即 对 a = co, sg f 5. 31 成 立 . 
设 
T f" "n g" g 
人 (5. 6.11) 
WR A: = 0, H C5. 6. 110 ,积分 两 次 即 得 £73 g 的 分 式 线 性 变换 ， 
与 定理 5.31 KRAFA. As X D. ELLE LU 可 得 
Nir, P< SN,- 六 + Str,f) 


=i «No T NG d 十 SCry 请， 
即 对 a 一 0, 定理 5. 31 成 立 . 
设 
和 
PAY Cp 2 f--i CP 2 TT (5. 6. 12) 
与 前 面 类 似 ,下 is AEUR 


Ne, H DX€NUADTSoÓ 


«Ny 十 Nod) 十 SCr 门 . 
RIX} a 二 1, 定 理 5. 31 成 立 . 


* 369” 


由 定理 S.3.R RETE 
X. 设 六 =) 与 8S(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1，,oce 为 其 CM 公 
共 值 . 如 果 


Nos) + Nes) —SG,f, 


则 了 为 有 的 分 式 线性 变换 . 
H. 假设 了 上 不 为 8 的 分 式 线性 变换 ,由 定理 5.31 得 
Nis) NGA HND SNe) 
+ No. 3] + $6. 
= Sr.f). 


BEER EAER 
Ti. f) < NA) ds Nepi) HNG N + SG. 
= Hr 
这 是 一 个 矛盾 . TE 为 上 5 的 分 式 线性 变换 . 
由 定理 5. 31, 下面 给 出 四 值 定 理 (定理 4. 3) 一 个 简化 证 明 . 
不 妨 设 0,1，,ccyce X S S g 的 四 个 判别 的 CM 公共 值 . 由 定理 
5. 4 (8 
Nor. $ +- Natr 十 Nar J+H Na pin) 
= S.) 
由 定理 4 44 
No t Nieri p - Nes + NO, 
s 1) + SG). 
再 由 第 二 基本 定理 得 
TG. 六 一 Nr) 一 NGA HNG A) 


H 
qe 


ONG. 一 NGD SG) 
= ZG) — NG SG. 
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于 是 
NCr-, 方 ) =S, f). 
同 理 可 得 
NS) «S P; 
Hip gH. 3187 £ Bl At, f£ 279 e 的 分 式 线性 变换 . 这 就 证 明了 四 值 
定理 . 
5.6.2 与 三 个 公共 值 有 关 的 结果 


1989 Æ Brosch” 也 改进 了 定理 5.6, 证 明了 下 述 
定理 5.32 HO) 5S & GO 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1,ce 为 其 
M 公共 值 . 如 果 


NG.4) Wo Sm) 


1 
em To, WX. (5.6.13) 


Hs ggg 
证 . Bs 4 得 
Nar, p +- Natr, f) 十 Nalr,p=7 D e $C, f. 


(5. 6.14) 
每 由 第 二 基本 定理 得 
Tir, f) < C NOS No pot NO 
— No, SG. 
一 入 Cr， 5 y+ Nou Dt Nr, f) 
m Ne 二 + Sirf). (5.6.15) 
同 理 可 得 
Ey 1 LOW 1 x 
TG.g)« NOE) T iue p NGr.g) 
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三 Nei) 4 SCr,g). (5. 6.16) 


应 用 第 一 TEM gi (5. 6.16) 得 
D< Nu) + Nr,f) — NG d HSP). 


ms 
(5. 6.17) 
£8 C5. 6.153, C5. 6. ios 
Tr, + mi. z «20. A. z) ANGA 


F 


+N hH D UG +N L HSA. 


(5. 6. 18? 
我 们 区 分 两 种 情况 ， 
COD 假设 不 为 g 的 分 式 线性 变换 . 
由 定理 5. 31 得 
Ne, < NG d 十 Ns) + SCr,f). 
(5. 6. 19) 


由 (5.6.18),(5.-6.19) 得 
TG. f) + mosi? «ING, P RGD HSO D, 

这 与 定理 5. 32 的 条 件 (5. 6.130 矛盾 . 

(2) 很 设 S H g 的 分 式 线性 变换 . 

由 定理 1.1118 

Te, = Tr,f) +00). (5. 6. 20) 
mR 
Nir, ;二 5) = S(r,f),， 
则 有 
Tr,f) = T(r,g) SG. f 
- NOI ob mou) SG) 


一 Koi i) 十 mr- D + Str,f) 
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MM 


moo ntt 


vian Ht 


=mi DESG. 
于 是 
NE NAMEN 
Fs P) ENGS) 5m Fl 


=Ni. " ^N.) ENG 4 pire +S nf) 
ST. N 去 Tri + Sir, f) 


- STS) + SG. 
这 与 (5. 5. ;3) FE. 于 是 
mule Æ Sirf). (5. 6. 21) 
BE ECZRU FUEL. 
(a) RIR 0,cc 均 为 了 的 Picard 例外 值 . HE 3. 30 8 f « 


三 
(b) 假设 cc 为 了 的 Picard 例外 人 秆 ,0 不 为 了 的 Picard 例外 值 . 
T 
fo zig d : í5. 6. 22) 
HBa.bed AERO Ha: i— PP 把 与 g 的 公共 零点 代入 得 
b — 0. RE FI g 的 公共 1 值 点 代入 得 a 一 c 十 4. 于 是 (5. 6. 22) 


为 


f= i (5. 6. 23) 
ip cid HERH dC d) #0. ERA co 为 了 的 Picard 例外 
值 ,由 (5.6.23) 得 一 对 g B Picard 例外 值 . 再 由 第 二 基本 定理 
得 


Trg) « Nosto Nr,g) + NG, P ESR) 
-NG L4 Srg). 
gZ 


于 是 
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NG I: = Firg) — Sir. v5. 6. 24) 
同 理 可 得 
NG, zs = T(r,g) + SG. (5. 8. 25) 
H (5.6. 200,(5. 6. 240 得 
No = TOf) — 80. (5. 6. 26) 


mir. Le 7) = Er, f). (5. 6. 27) 


L) + Fe.f) -- pu TF St P. 
这 与 定理 5. 32 HS Ie CL. 6. 130 F7. 
(c) 假设 0 为 了 的 Picard 例外 值 ,ce 不 为 上 的 Picard 例外 值 . 
把 /与 g 的 公共 极点 代入 (5.6. 22) 得 c — 0. BE / 5 e 的 公 
jt 1 值 点 代入 (5.6.22) f$ d — a -—- 5. 于 是 (5. SG. 22) 为 
[SET G. 6. 28) 
Etab AVEC. B aQa -- b) 250. 注意 到 0 为 的 Picard 例外 值 ， 
由 (5. 6. 28) 得 — P. 为 的 Picard 例外 值 , 与 情况 (b) 类 似 ,我 们 
可 以 得 到 
Ni.) TG HSP). 
及 
mr) = Sír, f). 
TE 
Nd Neu - me = TG. ASEP), 


F 
也 与 (5. 6. 13) FH. 
(d 假设 0,co 均 不 为 上 的 Picard DIAM. 
把 了 与 g 的 公共 0 点 代入 (5.6,28) 得 6 — 0. 于 是 了 一 g. 这 
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hb bua. n 


IL 


也 与 定理 5. 32 的 条 件 f oE er. 
应 用 与 证 明定 理 5. 32 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 
定理 5. 33 人 1.oo 为 其 CM 公共 


值 ,0 为 其 MAHE HE Nel, TE M 5 SrA. 如果 


3N c.) 十 2N(r,f) — mir, ) 
Im / Ei 
roo TG.) 


r&I 
ESfÆg fg oi. 
证 .我 们 区 分 两 种 情况 . 
(1) 假设 了 不 为 中 的 分 式 线性 变换 . 设 


PEN i m ND A E E 
gera cb ede s 6D 


in A = 0, H C5. 6. 30) R24 


<1, (5.6.29) 


MT a RTI ERUR 
Ug pum Cg — 1»? 


再 积分 得 
REN 
Ji^: = e 45. 
其 中 AGE 0B EU BC S A e 的 分 式 线性 变换 ,与 假设 蔬 
JlÉ.r3ÉAcÉO. 


设 z 为 1 一 1 与 g 一 1 的 单 零 点 .把 与 g 在 x。 的 Taylor 展 


XE A C. 6. 30) 得 
Alz) = Olz — z). (5. 6. 31) 


注意 到 oo 为 与 g 的 CM Z3bl di (5.6.3300, (5. 6. 31) 得 
No, LNA STEAD 十 DG 


1 
f—1 
<No. $ EN Nr, 3) 486,0. 


再 由 定理 5. 33 的 假设 Ne Gy 十 1) = Sr, 让 得 


,Re TE 
No. FE SNP) HNG + 560. (5. 6. 32) 


由 第 二 基本 定理 ,我 们 有 
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TG, < Ne zl + Nos) + Won 
m Nye) + SG. D. (5. 6. 33) 
v 1 P y 
T(r,g) < Nzi? F Nep? HNO) . 
EE NE) 十 SCr,2)， (5. 6. 34) 
其 中 Not， p 表示 六 的 零点 ,但 不 是 f,f 一 1 的 零点 的 计数 话 


HN Cr, 20 类 似 定义. 由 (5. B. 332, (5. 6. 34) f8 


Togo osa NO ENG) +G, ) 


1 
g 1 
十 Nt, giy -- (No (0$ + Nor 186, P. 


(5. 6. 35) 
再 应 用 第 一 基本 定理 ,由 (5. 6.32), (5.6.35) 得 
TOf) + me.z) «20 0.3) HN 


UGG Nrg) + Ner, 5 


— N G3 + bt JN. (5. 6. 36) 
LAMCMHOSET SE 表 了 的 单 零 点 且 是 g 的 重 零点 或 的 重 零点 且 是 
& 的 单 零点 的 计数 函数 ,每 个 零点 计 一 次 ,显然 

N.(r,O. fg) «Nc. 4. 
由 定理 5.5 得 
N*tr.0) = Sir, P, 
HEHN cr,0) 表 了 与 g 的 重 级 均 大 于 1 i 按 重 
级 小 者 计 次 数 .由 定理 5. 33 的 假设 Nolr, 了 二 DSP A, P 
的 零点 且 是 了 一 1 EH AUDERET SC. I] 38 g' 的 零点 
H3 g — 1 PP ABL EEBCES CASE S Cn. 于 是 我 们 有 
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AF L EN v 1l AT d D 1 
NGF) Nors 4) + UN G2) Nerv) 
EN,(r,0.f,g) 十 SG, 
< Ned) + Sir, f. (5. 6. 37) 
Hi (5. 6. 360. (5. 6. 37) 即 得 


TG. f) SNG + NTN — mr E + St, 
这 与 定理 5. 33 的 条 件 (5. 6. 29) 矛盾 . 
(2) 假设 了 上 为 8 的 分 式 线性 变换 ,与 定理 5. 32 的 证 明 类 似 ， 


可 以 得 到 fg = 1. 
5.6.3. 满足 f(z) = asgiu) 一 4 的 亚 纯 函数 


1380 年 ,H. Ueda 证 明了 下 述 

定理 5.34 设 / 与 # 为 非常 数 整 晃 数 ,0,1 为 其 CM 公共 值 . 
Fita 为 有 穷 复数 , 且 a 了 0,1. 和 如果 f(z) = a glz) — aW) f£ 
为 & 的 分 式 线性 变换 . 

1989 年 ,Brosch"" 推广 改进 了 定理 5.34, 证 明了 下 述 

定理 5.35 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1,o0 为 其 CM 公 
共 值 . 再 设 4 为 有 穷 复数 , 旦 4a 关 0,1. WMR FG = asgl) sa, 
则 为 g 的 分 式 线性 变换 . 

ub. 假设 了 不 为 g 的 分 式 线性 变换 . 由 定理 5. 13 的 (iii) 得 


X H lx z 
NFED Z FTD +S, P). (5. 6. 38) 
注意 到 
PF- ORE din À 
Qo EHE, (5. 2.55) 
及 
f = ag =a, (5. 6. 39) 
HrH CS. 6. 38) A. Az a. B 5. 2. 60), (5. 2. 69) 邵 得 
No. 42-2 = TN 十 SC. (S. 6. 40) 


B C5. 6. 39), C5. 6. 40) 得 
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NN STEN 十 Sr 六 
再 此 


- N.G) 2 
m TC Jig 


it 5 ES 5.27 矛盾. 于 是 三 为 的 分 式 线性 变换 
定理 s.36 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,a,5,c,d 为 四 个 判 


别 的 复数 , 生 交 比 (a,6,c,4) = 一 1 或 2, 或 工 . 如果 55c:d 为 了 与 
5 的 CM 公 共 值 ,是 N Cra) se SG D RPN Gua) 3E — a 
g 一 4 的 公共 零点 的 计数 函数 , 重 级 接 小 者 计 , 则 S X g 的 分 式 线 


性 变换 . 

i. 不 失 一 般 性 , 不妨 没 2 = so, 否则 作 变 换 Le) 一 

1 

zoan. 

设 

ff — a) g(g—a) 
= FISAF (g — bg — cY (5.6.41) 

注意 到 


FG — a a—c, f bza, f 


Q-—BQ-o i-e f—c 
g(g-—a) anmi, g' zs. r4 
(g—D(g—c) b—c g—c b—c g—b 


则 


(5. 6. 42) 
如 果 4 尖 0, 由 (5. 6.42) 得 mOr, A) — Sr, D TEE SIL b.e. 0o 为 
f 5 g 的 CM 公共 值 , 再 由 (5. 6. 42) 得 Ntr,4) — 0. 于 是 
TOA) = SG,f). 


再 由 (5. 6. 41) 得 
Nra) L NG,1) STEA) 00) = S6,D, 
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这 与 定理 5. 36 的 条 件 Notr.a) 0E SG PO PRÉC RARO. 我 们 
区 分 三 种 情况 ， 
D BU aberi = h 


ü C i 3 ind 
WU paraa ce oem ,再 由 (5. 6.42) 得 
PLE NT Ro DE ae 
[S94 gea VERLA QT 
积分 得 
G bf ~ 0) = A qoe (5. 6. 43) 
E NSG.ala8SG. Jo, E gA a E LIAC. 6.43) RA 
clgrd 
(GF — B) ~= c) = Cg — DG — o. (3. 6. 44) 
rh (5. 6. 44) HIA f m p xk fm 2a g. 
(2) Rab. CoC) = =R 
由 2 二 < 一 2 得 2 二 和 一 一 1. 应 用 与 前 面 类 似 的 方法 ,可 以 证 
n 


T (nud E (5. 6. 45) 


: — br -- c 
& (5.6. 452 外 得 f£ gri a f= bE e et 


g— 5 
d Rp cL or 
b-c 
a —c c. dei Ibid F : 
由 一 -i 4 《2 一 2. 与 前 面 类 似 , 可 得 
d x 
VES. x (5. 6. 46) 
ne A 
Hj C5. 6. 46) BIL S f es e 或 mE PP 


5.6.4. 满足 f(z) = askgtz) = b HEARN 


1989 年 ,Brosch 证 明了 下 述 
定理 $.37 设 了 与 g 为 非常 数 亚 统 丽 数 ,0,1,co 为 其 CM 公 
= 9768 * 


共 值 . 再 设 a.b 为 有 穷 复 数 , 且 ab 260,1. WME FG) = aeg) 
=b, S A g 的 分 式 线性 变换 . 

WE. 如 果 a 一 号 由 定理 4.5 得 了 为 & 为 分 式 线性 变 拨 , 下 设 
a 3 b, 

假设 /不 为 EIE URN Go IN os pd 
六 cr, 门 中 有 两 全 等 于 tr, 廊 , 由 定理 3.30 知 ,了 为 & 的 分 式 线性 
Lu PCR IUS M NES RS PE GE 

Nc, zx Su Nt.f) x Slr, f). (5: 6G. 47} 
由 定理 5. :; 得 

sardo + Nae 


L0) 4 Natu m S0. 


(5.86. ag 


与 定理 5. 13 的 证 明 类 似 , 我 们 也 可 得 到 


e — l e? —1 "pe & 
e 一 1°? £ = TLT’ 1$. 6. 49} 


RP eh6 7 RARR. 下面 区 分 两 种 情况 讨论 . 
Q3 sux 


Natr gl SSOD, Naim) = SG. 
(5.6.50; 
置 
P= (f — ale 1) =e a Hal, (5. 6. 51 
nF 
w= i. 5.6.52 
EG. 6.49» 得 
Jg 
á = -天 5.8.53) 
dix T 5. 6. 53 


Bi (5.6. 510, (5. 6. 59 知 ,F 的 零点 由 两 部 分 组 成 ,一 是 1 一 4 的 
零点 ,二 是 了 一 & 的 零点 ,但 不 是 /,f 一 1, 子 的 等 点 .注意 到 下 为 


Meg Ld (5.6. 52) 即 得 
T(r,w) = NG,w)-rSi,f) 
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=N + SC, 


= Ne'7 二 一) NG) SG. (5.6.54) 
由 定理 5.13 的 (省 ) 得 


TG. f =N, = LD SG, (5. 6. 55) 
Try,g) 一 NOI p 二 SCr,g). (5. 6. 56) 
由 (5. 6.542,(5. 6. 55) a 
T(r,w) = Tr, + Nolr) + SCr, f). (5. 6. 57) 
nod acis x 


T 一 2 B'— bY) 


pce 
n- 11i CP" + (8? — BO" + 09) 
A. 2 


ACAP + ag B'A (Y — bO" + 37°7" + CF))) 


g= 


6 
如 果 = 0, XA P 由 (5. 2.55) 得 

YQ) LED. 
于 是 

YQ --b- Eug 5. (5. 6. 58) 
注意 到 g 一 5 PIE ROSA f — a 288 h (5.6.58) 知 ,g 一 5 的 
零点 必 为 S 的 零点 ,这 与 (5.6. 500, (5. 6.560 OF E FE n. 25 0. 

设 z É oa HRE R, HS GO 0. Jl gie) — 5. 

由 (5. 6. 49) 得 
Boys uu LI | ba — 1) 


eP :一 m. erc 


pp UC 
由 (5. 6.51) f& F YE z, 的 Taylor 展 式 为 
F(zj-—nG(G 一 z) 十 Talr lz — zp) + ralz) Cz — co) 
c OC — z:). (5. 6. 59) 
& 
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2239 QE =o (lay2 
B=2 z? C 2r GO 


由 (5. 6, 522, (5. 6. 59) 18 w Æ z BJ Laurent 展 式 为 
Br Bos 


we) = 十 S CQ — a) + Oe — zo)*). 
(5. 6. 60) 

设 
H = w — w — Ba — A, 2 (5. 6. 61) 


其 中 A= 3C 一 二 一 B'. H65. 6. 60), 5.6. 61) 4 H TE zo} 


Laurent 展 式 为 
H(z) = C- O + C20)] 


x 
coL + FGO t 


Ir E B Co- 
T Bizi) 十 B' Cza) (z FIE 1 + Bev 
£ — Zy 2 
— A(z)-- Olz — z) 
= Ole = n). 
于 是 z HH ARA. WR H s oW 
NaC. TLLA «No ID« « Ti,H) +00) 
= Ar, H) + Se, f). 
Hh (5. 6.50), (5.6.55) 得 
TOD x; NG,EH) + Sief). (5.6.62) 
由 (5. 6.52),(5.6.61) 郑 ,五 的 极点 由 两 部 分 组 成 ,一 是 了 一 a 的 
重 零 点 ,二 是 了 一 & 的 替 点 .但 不 是 f,f 一 1 ,地 的 零点 ,于 是 
NG,H) s N,G) ^ Str, f). (5. 6. 63) 
由 (5. 6.51) 4n. F BE RBR SG. 9b S HERE ARE oS F BS 
单 零 点 ,由 (5. 6.52) 得 


w = T EN + C 十 Olz Ea Za) 5. 6. 64) 
z 一 z, 


把 (5. 6. 640 代入 (5. 6. 6D 得 
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J 


Hœ) = ie +00) 十 c CF Ow 
— BG) Cd + 00») — AG) 
P4 
= (€ — BG) + 00), 
E Zp 
于 是 


NG,H) = NG,H) +S, A). (5. 6.65) 
Hi (5. 6. 62), (5. 6. 632, (5. 6. 65) 得 
TG.f)s NG + SG. 
于 是 有 


"4 
由 定理 5.27 即 可 得 出 矛盾 .因此 “五 三 0,ro 满 足 RRiccati 微分 方 
程 Š 
w = A + Bw — w. (5. 6. 66) 


Ei (5. 6. 512, (5. 6. 52) 得 
FG — ri) = (8B — Y). ler), (5. 6.67) 


其 中 + 一 (a 一 i 


Nesz 


) x Nc, 


La F Ly Ne. ,1- 23 


-Nü,-4— = =) HECA) 


(re y? + Sir, f) 


«Nod T Nec $) +SS) 


bv 1 
< Nos) + Sirf). 


于 是 
NG.— 


=No 2T50:5 


— TG. S,f. (5. 6. 68) 
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LÁ 


Hi (5. 6. 49) 得 


i 一- 1^ e? — 1. 
于 是 
TG.) = Nirgi + SG) = NGA) + Nlr) 
+ Str, 有), (5. 6. 69) 


Hi C5. 6. 68). (5. 6. 69) 得 

Nossi) = Ni, I + Nolr) SG (5.6.70) 
同 理 可 得 

Mirea — NG.f) HNO SG). 65.6.71) 

NiD = Ne pD EMO SG (5.6.72) 

——— 

(a) fBiibw —0,: — P. w= Y! 中 有 一 -个 满足 及 iccati 微分 
方程 (5. 6.66). 

车 ww = 0 满足 微分 方程 (5. 6. 66), 由 定理 5. 22 得 


Fob) este 
TU 


再 由 (5. 6.72) 得 
NH) + Nelr) ~ SO, 


这 与 (5. 6. 47) P JB. 同 理 , 若 w= p 满足 微分 方程 (5. 6. 66) ,也 
可 得 到 


NG,f) 4 NO) = Str, P, 
这 也 与 (5. 6. 47) J. E w =r 满足 微分 方程 (5.6. 66) ,也 可 得 
到 
NGF) HNO = SCr,f). (5. 6. 73) 
设 z 为 1(z) 一 a 的 零点 , 则 Go = b ERE L: — 
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DS e2 一 fL TÉ 


TES , 1 
BN er A E 
b—1 


—T,e)-445SG,0. 
再 由 (5. 6. 50),(5. 6. 55),(5. 6. 69) (5. 6. 73) 得 


T, DS NT, 4) 二 or) HSA) = SG. 


这 就 得 出 矛盾 . 
(b) Rit vo — 0. w= f, w= Y 都 不 满足 微分 方程 , 由 定理 
5. 22 18 
T(r,w) = Ni. 一 goy + Sir, f) 


= a TONQGO + SGS), 


T(r,w)-Ntr, "ES D 4 SG. 


= Nír [b + N.) HSP), 
Tu = Nc.» 4 SG,f) 


=No pÈ D +N) 
+S, f). 
再 由 (5.6. 57) 得 
TO, P) NP + SG,f), 
Tr, N = Nr,f) Si Pam 
TG.) = NO pe. 


于 是 
NGP ENEON  NG y ID 一 3Te + SG. 
(5. 6. 74) 


H (5. 6.50), (5. 6. 55), (5. 6. 56) 得 
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TG, =T N HSN, 
再 由 定理 5. 13 BH Gi 得 
DG. = NG 了) + NGr,F LD ENGA 
TONS) SG... (5. 6. 75) 


(5. 6. 74) 代入 {5. 6. 75) 得 
2T (r, = 3TGr, f£) + Nr) + SG, 


xx g Aib — 1 8. 
(2) fg Noelr, Fi 2 Naz i 中 至 少 有 一 个 不 等 
于 SG, 刘 . 不 失 一 般 性 ， xd 


NaG zl SUD. (5. 6. 76) 
由 定理 5. 30 A, N,C0,0) = SCr, 放 .于 是 
No Gu PISE. (5. 6. 77) 
在 $5.2.3 Bp Ri JET 
Ia ETR. (5. 2. 55) 
ERE R 2.55) 得 
Natri 33) S 2NG, H< ZN ,si 2t NG, 2) 
- d 
这 与 (5. 6. 760 X E. T JR m 
设 


F = Cf — a) le — 1) = ef — ae et (5. 6. 78) 


w = 5 =f 十 十 人 汪汪 =f. Lll E (5. 6. 79) 
HRR) 类 似 , 可 以 证 明 w 满足 Riccati 微分 方程 
w = A + Bw — u’. (5. 6. 66) 
把 C5. 6. 79) 代入 (5. 6. 66) ,化 简 后 知 ,了 满足 Riccati 微分 方程 
f =a taf + af = Ple f). (5. 6. 80) 


HE XS NG, 3€ SG... 6. 80) 得 ws 天 0. 再 由 定理 5. 21 
得 
* 886 = 


mr A) -—Sr,f. 


于 是 
N(r,f)-—TG. SG, D. (5. 6. 81) 
如 果 p(z,1) = 0, 由 定理 5.22 的 (i) 得 
Nc, Fi DISD, 
这 与 (5. 6. 47) TM. 于 是 如 (z,1) £0. 再 由 定理 5. 22 的 (ii) 得 
No, p = TG,f) 十 Sr, P. (5. 8. 82) 
再 区 分 两 种 情况 


(a) 假设 akz,0) #0. pág IB 5.2348 f — e XX RÉ— T T JB. 
(b) 假设 p(z,0) 20. 由 定理 5.22 的 G) 得 


Nod = Sír, f) 
再 由 (5. 6. 48) 得 


NG 39 = SG. | (5. 6. 83) 
REIA = a, H5. 2. 55) 得 
—r(f—a)-— ER (5. 6. 84) 
由 《5. 6. 84) 得 
Ne, > E = Ne, DESG P). 
HH (5. 6.55) 得 


NGD = Tif) + Ses. 
由 定理 5.13 的 G) 得 
TED = NG, 5)  NG) +SS). 


于 是 
No(r) = SrA). (5. 6. 85) 


Hi 5. 6. 69), (5. 6. 83), (5. 6. 85) 得 
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TG = NG p) — NG) SG = SG. f. 
(5. 6. 86) 


i zo (00 一 4 的 零点 , 则 eCo) 一 如 注意 到 二 二 一 er, 因此 


e 一 = L, 于 是 


x 1 > 1 
NFD KNE, 


E a 
Ui 4-1 
=T(r e) + Sr, f). (5. 6. 87) 
H1 (5. 6.552, (5. 6. 77) 得 
Nc. Fi) =T, P) +H Serf). (5. 6. 88) 


再 由 (5. 6.862.(5.6. 87), <5. 6. 88) 得 
Tr, A <L Sr, P), 
这 也 是 一 个 矛盾 . 于 是 f 必 为 g 的 分 式 线性 变换 ， 
这 就 完成 了 定理 5. 37 的 证 明 ， 


5. 6.5 关于 函数 关系 的 一 个 结果 


1979 ^&E&,Gundersen^' 证 明了 下 述 

定理 5.38 设 f(z),g(z),F(z) 均 为 非常 数 亚 纯 函数 ,其 中 
giz) = F(f(z)). 如果 了 (zx) 与 g(x) 具有 三 个 判别 的 JIM 公共 值 ， 
则 当 且 仅 当 对 某 个 非常 数 整 函数 GO ,我 们 有 (通过 一 个 适当 的 
线性 分 式 变换 ) 下 述 情 况 之 一 : 

(D J= 

GD f-—&,g-—a(-4a,^-—4ale 'D,RAE—TIMAZ 
共 值 a 350,2; —— 21,05, 

(i) 三 一 eg 一 ie JF ate) HAEN IM AH a 关 
0,a; 一 一 C, 

üv) f-e£, g=a 十 Gaz 一 aae, RAZA IM 公共 值 a 
Æ 0,a, Æ 0,co, 
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D f=, g= le 26 22, FOEZANTM 公共 值 a 
= 2a,.4; 75 0.600, 

(vD fc 5,&-aiej,B ILE IM 公共 值 ww 0,0,05. 

定理 5.38 的 证 明 参 看 Gundersen'?, 由 定理 5.38, 可 得 下 述 

X. BR eeg Fe) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,其 中 g(z) = 
FCÉG. 如 果 了 与 8 具有 四 个 判别 的 IM. 公共 值 , 则 这 站 个 值 均 
为 了 与 g 的 CM 公共 值 . 
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第 六 章 ” 亚 纯 函数 的 三 值 集合 


单 复 变 函 数论 中 经 典 及 具 基 础 性 的 Weierstrass 定理 是 说 :给 
定 复 平面 上 的 任意 -个 无 有 跟 极 限 点 的 序列 lan) RELER H E 
一 个 整 函 数 使 其 零点 恰好 为 {4,.}. 1966 年 ,Nevanlinna 问 : 给 定 复 
平面 上 的 三 个 序列 {a.) «i6 BL ;它们 互 不 相交 , 且 仅 以 vo 为 极 
限 点 ,是 否 存 在 一 个 亚 纯 函数 ,使 其 零点 ,1 值 点 ,极点 恰好 分 别 为 
fa). ibah bL TAS REGE SERO I Nevanlinna 上 述 间 题 有 关 的 研 
究 成 果 . 主 要 包括 整 函 数 的 0-1 集合 , 亚 纯 函数 的 0-1-co 集合 及 亚 
SER EC] 0-d-co 集合 的 降 -- 性 等 有 关 结 果 . 


$6.1. 整 函数 的 二 值 集合 


6.1.1 Weierstrass 方法 


B ai,24 .dnt 为 任意 一 个 复数 序列 , 仅 以 o9 为 极限 点 ， 
EGFR). RIA aar a。，… 为 零点 ?下 面 
介绍 Weierstrass 方法 ， 

引 理 6. 1 ”如果 正 实数 序列 {r。} 满足 

0 


x61 


HEP nod. 7-* co. 则 存在 一 个 正 整 数 序列 { 户 } ,使 级 数 
Y CL 
ARS ,其 中 PEREM l 
Wb. Bir, — oe ATE ERR N ER Hn ZEN jor D> 2r, 
Am < 去 ,于 是 级 数 27 IY KA. B FLUR p, = n 即 可 . 
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我 们 称 
E(u,0) 一 1 一 &， 


E(u,p) = (er p= 2 
为 基本 因子 . 
引 理 6.2 Ule «ld ll 


|? 


i| u 


|logE (u, $) | * i 


证 . 注意 到 jx 上 X t<i BUR 


ut u* 
logElu, p) = log — u) +u + z Toce Fy 
u^ utt? 
cT p+2 — 


于 是 
logEGu £) | & [ul*** + |u Xd 


< lulta + c +g Lg. U) 


zz lupe 


k 

由 引 理 6. 1 和 引 理 6.2 即 得 下 述 

定理 6， 1 ia $305 ,7tt,.a,*** 为 任意 一 个 复数 序列 : 仅 以 oo 为 
极限 点 , 则 存在 一 整 函 数 ,以 且 仅 以 这 些 点 为 零点 . 

WE. 设 la,| = nni 并 不 妨 设 

KaKa Se Sn S’ 

Wi] 34 & — oo Rf ,r, > 0o. Ut r ARARE ha 6. 1H AE 
一 个 正 整 数 序列 {z。} ,使 级 数 


»[z]" | (6.1. D 
为 收敛 ,特别 可 选取 b. = n.i 
P(z) = Ip 一 3. (6. 1. 2) 


我 们 下 面 证 明 PG) EL dcm 
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d DORADO EHE AARAA, WFE R 0, fif D vb 
任意 = 都 有 |z| =r R. Hr oo M FEN, G n N A 


I oed. 
Ez OP, < 2- 
再 由 引 理 6.2 得 
logE( n — DIis2- Gy « Gp. 


ʻA z = 
2 losE D — 1) 


A Bkt. BUb T DEC n — 1) 为 一 致 收敛 .于 是 PGO 为 整 本 


数 . 显然 POGO DABLIU Fas 为 零点 , 刚 PGO WEE ESSE. 

设 g(z) 为 任意 整 函数 ,jz) — Plz)er 中 , 则 f(zx) 也 满足 定理 
需要 . 因此 满足 定理 6.1 的 f(z) 不 是 唯一 的 . 一般 整 汪 数 可 依 下 
面 方法 分 解 因子 . 

定理 6.2 C) YA Oaar ,为 堆 点 的 整 画 数 ,= 一 0 
为 f(z) 的 x 重 零 点 , 则 

fz) = z"P(z)U, 
其 中 P(z) 为 无 穷 积 (6.1.2),g(z) 为 整 函数 . 


W. 设 
f(z) m  P'(z) 
íz) = Fa, Pl) (6.1. 32 


显然 (6.1. 30 右 端 每 一 项 的 极点 都 相互 抵消 ,从 而 $Cz) 为 一 个 整 
B TÆ 


ES 2s loea d: [sca = logf (z) — lage — logP (z) 


也 是 整 函数 ,其 中 4 — lim LC? Jy gate EER. 


z 


61.2 整 函数 的 0-1 集合 


1966 年 ， 在 纪念 Weierstrass 学 术 报 告 会 议 上 ,R. 
* 392 * 


Nevanlinna ™ 提出 下 述 间 题 : 设 在 复 平面 上 给 定 三 个 序列 {a,;， 
(b. Ub :它们 互 不 相交 , 且 仅 以 oc 为 极限 点 . 是否 存 在 一 个 整 函 
数 , 使 其 零点 恰好 为 {a. ,使 其 1 值 点 恰好 为 {8,}? 是 否 存在 一 个 亚 
纯 函 数 , 使 其 零点 怡 好 为 {a,} ,使 其 1 值 点 恰好 为 {8} ,使 其 极点 恰 
好 为 {p.}? 

1973 ££, Rabel-Yang?? 引入 下 述 

定义 6.1 设 {a,;,{5b,) 为 复 平 面 上 的 两 个 序列 ,它们 互 不 相 
交 , 且 没有 有 限 极限 点 . 如 果 存 在 一 个 整 函数 f, 它 的 零点 序列 恰 
好 是 {a,}, 它 的 1 值 点 序列 恰好 是 {15.) , 则 序列 对 ({a,} , {56.}) 称 作 
Teig Foo 的 0-1 集 台 . 

iah (5, 为 两 个 实数 序列 ,它们 互 不 相交 , 且 没 有 有 限 极 
限 点 ,再 设 存 在 正 数 r > 1 ,使 得 


Da (6.1. 4) 


A RC 可 以 证 明 序列 对 (fa,},15,)) 不 为 任何 整 函 数 的 0-1 集合 . 事 
实 上 , 妖 果 存在 一 个 整 范 数 frz) ,使 得 (ia,}, (5D 为 其 0-1 集合 . 
于 是 /(z) 的 零点 与 1 值 点 均 为 实数 ,由 引 理 2.6 知 ,f(z) 的 级 
ACD sz 1. Bi Co. 1. 4D Al. f C. 的 零点 收敛 指数 m > 1, 再 由 定理 
2.2 知 ,P  ACÓ. BUB AC) 全 1. 这 就 得 出 矛盾 , 这 表明 ,不 是 任 
E RIT aale (b) 可 为 整 函 数 的 0-1 集合 . 也 就 是 说 ， 
Nevanlinna 的 上 述 问题 不 一定 有 解 . 

Rubel-Yang'" 进一步 证 明了 下 述 

定理 6.3 对 任 一 给 定 的 复数 序列 {a,} ,我 们 都 可 找到 另 一 
复数 序列 (5,) ,其 与 {a,; 互 不 相交 ,使 得 ({a,} , {5,)) 不 为 整 函数 的 
0-1 集合 . 

为 了 证 明定 理 6. 3, 先 引入 一 个 记号 . 

WE (c) 为 任 一 复数 序列 ,我 们 以 nE, (10 表示 在 |z| SrA 
RE ic) 的 项 的 个 数 ,并 设 


Nír, le) = | ele Z Ole d nt0, {c,)) + logr. 


9 
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下 面 证 明定 理 6. 3. 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 2. 关 0. 设 


Pi(z) = ILE — 1). (6. 1. 5) 
由 定理 6. 1,Pi(z) 为 整 函数 ,其 零点 从 好 为 :es}. BUR UL) 为 任 一 


序列 ,并 满足 
) (5) 5 {an} PIEZ Sb, 750, 
GI) b: =— 5,5, = — bs bo —— bua 


Gi) Try Pi —o(N(G,(5,)) (roo) (6.1.6) ` 
显然 ,如 此 的 {2} 必然 存在 .下面 证 明 (ta,}), (000 AR EE ERN 
0-1 集合 . 


假设 存在 一 个 整 请 数 SO), ER Ua} bD 为 其 0-1 集合 . 
设 


= [TEn 1). E-n- 
Pe) = [Eg GTD — (D 


由 定理 6.1,P;(z) 为 整 函数 ,其 零点 怡 好 为 (o) On D, H Ps( 一 
= P:(z). 于 是 ,我 们 有 
Fle) P,(z)e, (68.1.8) 
f) — 1 = (x — bP Gef", ' (6.1.9) 
其 中 akz) 与 f(z) HERR. 由 (6. 1. 80 得 
Tof) STU, Pi) +T, e), 
H (6. 1. 6) 得 


TG,P)- oCNe, 产 -1 i? = o(T r, f)). 

于 是 

T(G,P)) = o(T(G e). C6. 1. 10) 

gi (6. 1. 80,(6.1. 0 得 
P,(z)e" ? — (z — bj)P, Ge? = 1. 
因此 
e 9? 一 P (z)e "79 — — (z — b.) P,(). (6.1. 11) 
PEXtE]P.C— z) = P æ). 8 (8.1. 11) 得 
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b 


ac 08 0 gh» — h 
Plz)e z+ bE 4 


zh 
=l. (6.1.12) 
应 用 定理 1. 56, (5.1.10), (6. 1. a 


P, (— gjet :)—f$C(—53) 


z—% C2) pid 
Qc ai 
中 必 有 -~ 个 恒 等 于 1, 这 是 不 可 能 的 ,于 是 (te,} (b, 不 为 整 函数 
的 0-1 集合 . 


1977 4 Ozawz'? JEBAT FÆ 

3EXB 6.4 Biei dh) 为 复 平 面 上 的 两 个 序列 ,它们 互 不 相 
交 , 且 没有 有 限 极 限 成 . 如 果 5, 关 b M iue 对 

Cian) OLIO, Cat, (Onne) Cian) r (Enina U ip 
PEDA ATRAE ARKH 0-1 集合 . 

IE 假设 不 然 , 则 存在 三 个 整 申 数 f,g c h, ef Ca, 
和) 并 由 办 f(z) 的 0-1 RA, Garh (07: 为 g(x) B9 0-186. 
Cia} bz. U AD’ 为 h(z) 的 0-1 集合 .于 是 
及 gc—fte6, ‘g—1l)(z—b)= e i)e (6.1.13) 

太一 了 er h uu ba) = (F — 1), (6.1.14) 
HR a.y, S TEE 18 (6. 1.13) 得 
Uu tm eue. (6. 1. 15) 
由 (6. 1.14) 得 
ek (6. 1. 16) 
E. 1.132, 06.1. 16) 得 
Cz — bs — bae — e) + Cz — b) (e? — et’) 
— Qro b) - e?) 0, (6. 1. 17) 
假设 emm 0) UN BE 5 5:—o48ift 
A(G.1.13)0 Eeg) 关 1 与 c= 二 1, 这 是 一 个 矛盾 .于 是 e* 不 
为 常数 . 同 理 可 证 e? 也 不 为 常数 ， 
假设 etc eGREO 为 常数 .把 z = ca。 代 入 (6.1.13) 得 
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a, =b, + cin 一 1,2…), 这 是 不 可 能 的 ,于 是 e^ CIRC. 同 理 可 
证 e 也 不 为 常数 ， 
H es = c Renee 0) 为 常数 . 由 (6. 1. 13?,(6. 1. 14) 得 
g—c*h. (6.1. 18) 
#E z =b, 5 z = bh SARA G. 1.180 Be [= gib) E15 c1, 
这 是 不 可 能 的 .于 是 e” 不 为 常数 . 
假设 e =e Hp el 0) 为 常数 . 由 (6. 1.132, (6. 1.14) 得 
lg -- 1)iz — b) = c(h — 1)(x — b). (6.1. 19) 
füz-—a, i 1.19) 得 
a — 5 = c Ca, — bj). (6. 1. 20) 
如 果 c = "es f8 b, — 刀 , 这 是 不 可 能 的 . 如果 c 关 1, 由 
1. 20) 得 


a, = 


EG T cb) 人 一 1, 2…)， 


这 也 是 不 可 能 的 . 于 是 e 不 为 常数 . 
假设 二 ce, 其 中 c( 壮 0) 为 常数 . Bl e" = cet. 再 由 (6.1. 17) 


得 
z — Lb reo 1 > 
c —h)—1 p 
OO 
本 (x — btc — b) —- 1X 
= 1. (6.1.21) 
再 由 定理 1. 61 得 -0 和 1 二 1， 这 是 不 可 能 的 . 于是。 
不 为 常数 . 同 理 可 证 e" 7? 也 不 为 常数 ， 
由 (6.1. 17) 得 
(z 一 Bo)e — (ez — hoe? po LIA diui -地 gen 
Te- 
再 由 定理 1. 63 得 
一 人 z 一 包 )e" =, 或 一 EA pen =1 
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或 一 (xz 一 56)e™ — Ee =} 
这 是 和 不 可 能 的 . 这 就 证 明了 定理 6. 4. 

作为 定理 6. 4 PH E Ozawa ? 还 证 明了 

定理 6.5 Ria) 为 复 平 面 上 的 一 个 序列 ,没有 有 限 极限 点 ， 
FR i 为 一 个 非 空 有 限 集合 , 且 与 1e,} 不 相交 . 则 两 个 序列 
对 

Ciani Patra), Cim) 0.0032 

中 至 少 有 一 对 不 为 整 落 数 的 0-1 集合 . 

证 ， 假设 不 然 , 可 存 在 二 个 整 函 数 了 与 g, 使 得 (fa.;， 
ib, iz. 为 了 f(z) 的 Di BE, Uai éni) 为 glz) 的 0-1 集合 . 
Bde 


a = fe. Cg Qc) — Cf — i)e, (6. 1. 22) 
f- l= Ple, (6.1. 232 


Barm. P(z) = 1 (z 一 bn). Hi (8. 1. 22) 得 


(z£Ém)—s 


Sa TEDE dog c ETRU mem 


(x E ci Po "s 


(6. 1. 24) 
BEHICG. 1.23). C6. 1. 24» 得 


> 
Pae 1 


———ge d emt, (8. 1. 25) 
BUR e == cc, 其 中 5 天 0) 为 常数 .把 zz 一品 与 = 一 记分 别 代 
六 (1.259 得 5 一 8 天 1 要 c 一 1. 这 是 不 可 能 的 .于 是 e 不 为 
常数 . 应 用 定理 1.56. Hi (6.1. 250 $8 Pet — 13x — 了 二 = 
1. REAR BI BEBS. 这 就 证 明了 定理 6. 5. 
使 用 与 证 明定 理 6.5 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 下 述 
ER 6.6 设 ta 六 ,为 一 个 有 限 集 合 ,{ 包 j 们 ,为 一 个 无 限 集 
合 , 没 有 有 有 限 极限 点 , 且 豆 不 相交 , 则 两 个 序列 对 
C(a, ya nl A jen Cla, Hi Enlaz) 
中 至 少 有 一 对 不 为 整 函数 的 0-1 集合 . 
- 397 * 


XU SSuEEXTSCRNED.Oza«wa?C 证 明了 下 

定理 6.7 RIO 为 丰 穷 非 整 数 级 整 函 数 ,({a,j) UD 为 其 
0-1 集合 . 则 ( {fa} (6,3 20 ERR CR] 0-1 集合 . 

BE. 假设 不 然 , 设 (ia,) bela) AERA EGO 的 0-1 集合 . 
pu 

g= fe, (g= e h) = f le, (6.1.26) 
其 中 o8 为 整 函数 . 由 {5. 1.260 得 
TG,e) s TG + TG) + Odogn). 

注意 到 

Tog) < Ne + NG, 


XN GI) ~i "E p*3ee 
< 2T ir, f) = Srg). 
于 是 有 
TG e?) 3TG. f£) M SG. (6.1. 27) 
Hi C6. 1. 27) 4n, B 为 多 项 式 , 并 自 ACA) « ACD. 
H6. 1. 260 得 


uae 
z -= be - 


ju 


因此 
Lp, 
Er 
LTr 2^ + SGre. (8.1. 28) 
注意 到 f(x) 为 有 穷 非 整数 级 整 函 数 ,由 定理 2.11 知 ,0 不 为 了 (z) 
的 Borel 例外 值 . 再 由 (6. 1. 28) A 一 MKes)， 这 就 得 到 区 持 . 
于 是 定理 6. 7 成 立 . 
设 7z) 一 本 glz) = ELET, 
mi c GE 0 为 常数 , 设 ({a,},{5,}) 29 g G0 的 0-1 集 合 , 容易 验证 
a.) s tbn} U (c) 为 f(z) A 0-1 RE xx EH E RI 6.4 中 的 条 件 
ee 要 的 . 注意 到 f(z) 的 级 为 1, 这 表明 定理 6.7 中 
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NG, p *uN(G. 


BO A PE" GO 为 有 穷 非 整数 级 ”是 必要 的 . 
6.1.3 BAX -d 集合 的 唯一 性 


1979 年 ,Ozawa J| AF YR 

定义 6.2 ianh ic) 2g DEG EBIPIT IE) IER 
交 , 且 没有 有 限 极 限 点 . n E EE3E— Tr EE ER CA GO LEES ERU AN 
恰好 是 {a,}, 它 的 d EESTI EE (6. Hor a A 0, MEA 
Cian} s dcn) REBAR f(z) 的 0-d 集合 . 

定义 6.3 PCa.. APÉEIR SR] 0-d 集合 . 如 果 仅 存在 
一 个 整 函数 f(z), 它 的 0-d 集合 恰好 是 (a,} ,tc,}), 则 称 0-4 集合 
Cant {co}) 是 唯一 的 ， 

易 见 , 整 函数 e 的 所 有 0-4 集合 都 不 是 唯一 的 ,多项式 的 所 有 
0-d 集合 都 是 唯一 的 . 

应 用 第 二 章 和 第 五 章 的 部 分 定理 可 以 给 出 一 些 整 泪 数 0-z 集 
合 的 唯一 性 定理 .例如 ,由 定理 2. 20 可 得 下 述 

定理 6.8 R/C 为 有 穷 非 整数 级 整 函 数 , 则 PO 的 所 有 
0-2 集合 都 是 唯一 的 . 

由 定理 5.4 可 得 下 述 

定理 6.9 设 f(z) 为 非常 数 整 函数 ,是 满足 Ne(r, AO v 


SOf) M f(z) 的 所 有 0-4 集合 都 是 唯一 的 . 
由 定理 5.7 可 得 下 述 
定理 6. 10 设 f(z) 为 非常 数 整 函数 ,是 满足 二 «5,0. 


之 1, 则 f(z) 的 所 有 0-d 集合 都 是 唯一 的 ， 

由 定理 5.11 可 得 下 述 

定理 6.11 RIO 为 非常 数 整 酒 数 , 且 满足 0 < 过 6Ca, 了 ) « 
1, 其 中 a 关 0,4, 则 f(z) 的 所 有 o-d 集合 都 是 唯一 的 ， 

在 这 里 就 不 再 一 一 询 举 了 . 1979 ££ ,Ozawa " 证 明了 下 述 

定理 6.12 设 ({a,),{5.)) E Uas), tea D 分 别 为 非常 数 整 函 
数 £60 880-158 853 0-4 集合 ,其 中 人 4 关 0,1, 则 两 序列 对 中 至 少 
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有 一 个 是 唯 -- 的 ,除非 rz) — e 4- ARR LGO 为 整 画 数 ,4 为 
常数 . 

证 ， 如 果 {a。) 为 空 集 , 则 FG) = er: 中; 如果} 为 空 集 , 则 
f(z) e^? 十 1; 如 果 {c,} 为 空 集 , 则 jz) — e^? 十 d, 这 都 后 例 
外 情况 .下面 假设 14,) ibi ie) 均 不 为 空 集 . 假设 两 序列 对 都 不 
是 唯一 的 , 则 存在 整 孙 数 g(z) 与 h(z) ,使 得 g(z) Efe) hl) E 
FG). ECan: s 6,0 为 g(z) 的 0-1 集合 ,({a,} ftc) 为 h(z) 的 


0-d 集合 ,于 是 
g= fe, gl1=(f ~ ler, (6. 1. 29) 
h == fe, ho-d—(f-—de, (6. 1. 30) 
其 中 a.8,7,5 为 整 函 数 ， 


fil ee. 其 中 < 天 0) 为 常数 .把 z 一 血 代 入 (6.1.29) 得 
c 二 ]. RE; f£ e 85, 这 是 -- 个 矛盾 ,于 是 e" 不 为 常数 . 同 理 可 证 e^. 
ee 均 不 为 常数 . 

假设 “二 <c, 其 中 c( 尖 0) 为 常数 . 如 果 c 一 1, 由 (6.1.29) 得 
了 三 g;， 这 是 -- 个 巴 盾 .因此 < 关 1. 再 由 (6.1.29) 得 


_e-?—1 
ques c—] 


这 是 例外 情况 ,假设 e “二 ,其 中 c( 冯 0) 为 常数 . 与 上 面 类 似 , 可 
得 c 关 1 及 


* 


e?*—] 


c -—]1 
这 也 是 例外 值 情 况 . FABIE eT. 均 不 为 常数 ， 
由 (6.1. 29),(6.1. 30) 得 


f= 


* 


€*—1 , d(e?—1) 
er emUERI-TY (6. 1.31) 
于 是 


《6. 1. 32) 
应 用 定理 1. 63, HH C6. 1. 325 得 
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e^ -gq-] (6.1. 33) 
-- de? ê= d—] (6.1. 34D 
或 
er 9-85 — det = q — 1, (5.1. 35) 
我 们 区 分 三 种 情况 . 
《1) 假设 (6.1.33) 成 立 ， 
由 (6. 1. 32) 得 
le lec 十 e^? "E ght*-8 — 1. (6. 1. 3860 
再 应 用 定理 1. 63. 0 (6.1. 36) fg e" ^ = d ie? * —— Lk e 
e? -三 je 
再 区 分 三 种 情况 . 
(a) [B E e^? m d. 
由 (5. 1. 36) 得 
Let re^? — d. 


要 由 引 理 1. 10 即 可 得 到 矛盾 . 

(b) 假设 es+e ? = i 

由 (6. 1.36) 得 

es p de? zx — ]. 

由 定理 1. 55 知 ,e ^7 必 为 常数 . 再 由 《6.1. 33) A0, 67 必 为 常数 ， 
这 是 一 个 矛盾 . 

(c) Blei 一 e5+o-8 = 1. 
由 定理 1.55 知 ,e 5j e" 7 必 为 常数 .因此 e^ 必 为 常数 ,这 也 是 
—^4" fü. 

(2) 假设 (6. 1.340 成 立 , 与 情况 (1) 类 似 , 可 以 得 出 矛盾 . 

(3) 假设 (6. 1.35) 成 立 . 

应 用 定理 1.55, 由 (6.1.35) 得 

< 二 cc (8. 1. 37) 
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其 中 aGE 07,06 GE 0) 为 常数 , 且 满 足 
€ — 6d — d — 1. (6. 1. 38) 
再 出 (6. 1.32) 得 
一 et 十 ce 十 ce 一 1. (6. 1. 39) 
由 定理 1.56 得 , — ^U] 或  de^'zmigx- «ma. 
(a) 假设 一 er 1. 
Hi (6.1. 39) 得 e — — e. Bia (6.1. 372 4 — e? — eee 
e! 为 常数 ,这 是 一 个 矛盾 . 
(b) 假设 de^? — 1. Wj e) — de. 
由 (6.1. 39) (8 e^ = le. 于 是 er — d'e, 再 由 (6. 1.37) 得 


c ' 
er 28 一 F & o e — cd. 


Rub nage 号 .再 由 (6.1. 38) 得 c 一 d. FE eee 
e? X (6.1. 31) 得 


ec 一 1 " 
f= Sg v " 


因此 {a,} 为 空 集 ,这 也 是 一 个 矛盾 . 

这 就 完成 了 定理 6. 12 的 证 明 . 

由 定理 6. 12, 可 得 下 述 

系 ， EJO 为 非常 数 整 冰 数 ,没有 有 穷 Picard 例外 值 , 则 
f(z) 的 所 有 0-d 和 集合 是 唯一 的 ,至 多 除去 一 个 例外 

1977 年 ,DOzawac 证 明了 下 述 - 

定理 6.13 假设 ({a,), D ERR AGO 的 0-1 集 合 ,但 不 
niE— , Jj Ca.) s (bn 254,2 O Ze 2) 不 是 任何 整 函数 的 0-1 集合 . 

WE. RRC ahs 155,0 DERE glz) 的 0-1 集合 , 则 

g= fe, (g—Dbp-—(f-—DnDée, (6. 1. 40) 

其 中 e, 为 整 随 数 ,pp = (z — ù) Cz m bz) te (æ me ba, =; 注意 到 
f(z) 的 0-1 集合 不 唯一 , 则 存在 整 函 数 站 (=) WE RESE 

h—f?üé,h—1-—(f—DnDe, (6.1. 4D 
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ER y. SWR kp 5.4 AERAR E AERE eee ven. 
pe ea ee R AA R. 
& Cs. 1.40), (6.1.40) 得 


Mipan T -8 
Emi = f = Sr. (6. 1. 42) 


pH 
=- pe Ë -p pe -=e p peT? — pet? =], 
(6. 1.43) 
REHE 1.55.1H (6.1. 4:30 得 ee 7,27 0? 中 至 少 有 -一 个 为 常 
数 .我 们 区 分 二 种 情况 . 
G) ffe 7 == e, Hp cC 0) 为 常数 .由 56.1.43) 得 


uu A uer NUES -十 P a-g P B+ 
i cp i e. i Dd cp 1 cp l 


e 


(6.1.44) 
He? ce 知 ,e “不 为 常数 .应 用 定理 j.61, 由 (6.1.44) 得 


— -Ê ett m], 
l| Tcp 
这 是 不 可 能 的 . 于 二 -不 为 常数 . 
(2) (RUE en ?三 <. 其 中 c( 关 0) 为 常数 . 由 (6.1.43) 得 


(6. 1. 45) 
e RE 1.55.86. 1. 4:0 即 可 得 出 矛盾 . 于 是 e" “不 为 常数 ， 
(3) Biz e om c RB eGE 0) 为 常数 . 由 (6. 1.43) 得 


=$ ra DÉZ PU NE E Èp oad 
EEG UIT my Pus s 
(6. 1. 46) 
应 用 定理 1.255,81 (0. 1. 46) BERTA IBGEJB. 于 是 e 也 不 为 常 


数 . 
这 就 证 明了 定理 6. 13. 
使 用 与 证 明定 理 6. 12,6. 13 类 似 的 证 明 方 法 ,Ozawac? 证 明 
.403 。 


了 下 述 

定理 6. 14 ” 设 /(z) 为 非常 数 整 熙 数 , 它 的 0-1 集合 不 是 唯一 
的 , 但 所 有 其 他 Od RA Cah, tehad 是 唯一 的 , HS 
[EIC S 2) REMARK -d RA. 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Nevanlinnac ,Rabel-Yangc， 
Ozawa *'* S BERI! Winkler, 


$6.2. If (Bü 


6.2.1 WARKI 0-1. co 集合 


1985 ài. Wirkler^ -L ACT WR 

ELEA Wiiag ip 1p.) 为 复 平 面 上 的 三 个 序列 .它们 互 
RAZ HIE ARRE. MEFE AEA f(z), 它 的 零 
TEPLE BERT E E EAE ah {5,) ,{p,}), 则 序列 
Fah b. 1.1) 称 作 得 纯 果 数 e) 的 0-1-oo 集合 . 

1989 mo eda! 2 pe 

X 6.35 Gai, bahsin O AER ELA 0-1-oo 集合 ,如 
RAFE -PIARA I GO ,和 它 的 0-1-c=o 集合 恰好 是 (fasj (0). 
和 1 人 2 是 瞧 -- 的 . 


£22 Hi co 和 集合 不 叭 一 的 情况 


1989 Æ Veda" FEJ V FR 
定理 6.15 设 f(z) HIRR AA, EH 0-1-co 集合 
(iarj {baa Ebo IR REPE - 9. E 6s, £3.) 分 别 为 (a), 
55,1 05.) ETT 88 E 8 
{co} U «d.i U dg.) Æ g, (6. 2. 1) 
H 
Dial $c7--Mlgc <H o. (6. 2. 2) 


c, 70 d 9*0 qo 


Bil CLa Nur o Nu Ub, NGo00 REA 3E E ELI PE C 
0-1-co 集合 . 

显然 定理 6.15 是 定理 6.13 的 推广 和 改进 . 下面 再 作 两 点 说 
Bi. 

a» rn 6. 15 Nd 2. 22 是 必要 的 . R 设 


Jiz) = TH, glz) =— f(z), hiz) = S3 "m 


X Ca. b). us 为 fi 的 0-1-co 集合 . ERE) = $ d 
Clan) s (b? (6, 也 为 #(z) B 0-1- c 因此 f Cz) 的 0-1-ce 集 
ATE- Blen) mm (au id) = 2, 6g.) 一 中 . TER ÉL (LING) 一 
$. À V Cad Ne. {Do id), is) JU A T AE R g AGO 的 
0-1-»e 集 台 . 容易 验证 

2; lel ilu ! 一 一 oo, 


BU f C6. 2. 2) 不 成 立 . 

(2) XEPHG.15 OR HE" CG) 的 0-1-ce 集合 不 叭 一 "也 是 必要 
的 , E ET LH 
fi)-—tg(z)), g(z)— 568. 
其 中 已 (z) 与 Q(z) 为 两 个 没有 公共 零点 的 ， AASI HESR E 
然 A(z) 398 — Y BOXE BEL HIE RE 2.17 DL. 
是 唯一 的 . 设 (fa (LIC a E PA LUE 集合 ,{c,} ,1d,}. 
{19s} 分 别 为 gtz) GER. 一 1 da LER I xls 
UI Ne e (A NRD S TE SEPR EC gle) 的 0-1-ce 集合 . 

下 看 证 明定 理 6. 15. 

IB Cla NO. Gui sid. (Ana 为 亚 纯 酒 数 e GO 的 
0-1-oo RA. d (6.2. 20 知 , 存 在 三 个 亏 格 为 0 BRE ER E p(z)， 
RGO,QGO ,它们 的 零点 恰好 为 fc.) , {qd.;,{q.}, in (6) 为 空 集 ， 
我 们 取 PG) 2 1, 其 余 类 似 , 于 是 

gH fe (gD: 和 = De, (6.2. 3) 
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Rm o8 AERAR. 注意 到 f(z) 的 0-1-ce 集合 不 唯一 , 则 存在 亚 
纯 函 数 ROGO WE A SE LB. : 

h=fe, h—1-—-(f—20»e, (6. 2. 4) 
其 中 7,6 ADEM IH e Él 251, 27? El 

由 (6. 2. 3), (6. 2. 4) 得 


Rog 
=e "— 1 Sr 
o e f Ea. (6. 2. 5) 
vat e "—1 
五 1 
于 是 
到 g^ 4- M abeat xk Ee = Ram iji 
(6. 2. 6) 
我 们 区 分 .9 fell. 


(1) BE e =c EHe) 为 常数 ,由 (6. 2.5) 知 ,e 不 
为 常数 . 由 (6. 2. 6) 得 


a 


(6.2. 7) 
由 (6.2.7) 得 R= 1. HERE] P.Q 的 亏 格 为 堆 , 应 用 定理 1.55, BH 
(6. 2.7) &il.e* e^ 7? e e 11 中 至 少 有 一 个 为 常数 .我 们 再 区 分 
四 种 情况 . 
(a) 假设 e^ = uu ee o0 为 常数 . 由 (6.2.?) 得 


bsp Mac clo. £ 
nd Tp zP? =] e TO 


(6.2.8) 
in l1—c tZ oM Q= 1,] (6. 2. 8 得 
e -- Pei =]. 
再 由 定理 1.55 即 可 得 到 矛盾 .于 是 1 一 “十 gA 0. 应 用 定理 


1. 56, H C6. 2. 8) 得 
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ES a — -— 十 -£. 或 1 5 十 上 一 一 c 

"Todes pd ciQ 7 c,P* Seme cc 
DN E mU Le ee Ri .l. e e zd etra = 

AR ge Ei irr: 由 (6. 2. 8) TE ^p. Pp 0, 


TRe-gGgkRAGHE 如 果 一 ete l-cele d 


(6.2. &) 得 eT $= 5 yE 


ennd HOR He, 
这 与 。* 不 为 常数 矛盾 . 
(b) (EBE er = c: PER (A 0) 为 常数 . 则 ee 不 为 常数 .由 
(6.2. 7) 得 


€ 8 l eg Cee ft 
Q* 十 ne PE 1 c Q 
(6. 2. 9) 
如 果 1 一 + -- 区 三 0. 由 (6.2.9) 得 
Se Eres ug 


再 由 定理 .55 即 可 得 到 矛盾 .于 是 1 一 “一 i70 应 用 定理 


1.56, 由 16. 2.9) fet ?二 1 一 < A 


ine Sd gs gW 忆 ,Q 均 无 零点 ,这 与 (6. 2. D F 


盾 . 如 果 pese 癌 , 与 上 面 类 似 ,也 可 得 出 矛盾 ， 
(c) (& en? mu HP eE o0 为 常数 .由 (6. 2.7) 得 


Cs €3 


è 
pe 一 1 [4 P' 


o ? 十 op 


(6. 2. 10) 
i 
€ 


e2 一 CQ s zm] 
cP i 
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再 由 定理 1.65 即 可 得 到 矛盾 . 于 是 1 一 < -- S 关 0. 应 用 定理 
1. 56, th (6. 2.10) 得 


c l5. € 
Bg md ewe 或 g =le- P 


由 此 即 可 得 到 P.Q 无 零点 ,这 与 (6. 2. 1) 矛盾 . 
(d) 假设 e+ e cu mee o0 NEC Le OCC 
由 (6.2.7) 得 
ot ee le —— D 
(6. 2. 11) 
如 果 1 -- ec 十 peo 由 (6. 2.10 得 
Q 


£4 H-a r 
-+ Lez]. 
c cP 


再 应 用 定理 1. 55 即 可 得 到 矛盾 . 于 是 1 一 c 十 se 0. ERUERE 
1.56, 由 (6.2.11) 得 


Qm EC 或 Qe ml-cet $$ 


pum Bep] P.Q 无 零点 ,这 与 (6. 2.1) 矛盾 . 于 是 e 不 为 常数 . 
(2) BR ASe EH eio) 为 常数 ,由 (6. 2.6) 得 
x CMM * ee Te ša — cef = ]. 
(6. 2.12) 
由 (6.2. 120 48 P = 1. ERE R, QE S FEE RH ERE 1.55, B] 
(6. 2. 12) 知 ,e ^,e ^e 中 至 少 有 一 个 为 常数 . 与 前 面 类 似 , 都 
可 得 出 矛盾 . 于 是 e" 不 为 常数 . 
G) BE e =c Hp e 0) 为 常数 . 由 (6. 2. 6) 得 


一 get Eus CR yq dete Se =1. 


Q P 

(6. 2. 13) 

应 用 定理 1.55,:1(6.2. 12 知 ,e” ,es ^,e7? 中 至 少 有 一 个 为 常 
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3x. 与 前 面 类 似 ,都 可 得 出 予 盾 . 于 是 e" 不 为 常数 . 


(4) 假设 iis is 0) i iun 由 (6. 2.6) 得 
a-ya iy tie- esca 
(6. 2. 14) 
应 用 定理 1.55.8 (6.2. 14) 4l, ee? 中 至 少 有 一 个 为 常数 . 与 前 
面 类 似 , 都 可 得 出 矛盾 . 于 是 e" 不 为 常数 . 
(5) 假设 e 三 c, 扶 中 c( 关 0,1) 为 常数 .由 (6. 2.6) 得 
$C = DeF He Re = Bem =]. 
(6. 2. 15) 
应 用 定理 1-55, 由 (6. 2. 15) &l 6179 7,077 8 中 至 少 有 一 个 为 常 
数 . 与 前 面 类 似 , 都 可 得 出 矛盾 . 于 是 e 一 不 为 常数 . 


(6) dE) Ec, bg 0) 为 常数 . 由 (6. 2. 6) 得 
R 


三 Q^ us CES e yer? Te8— Rer =]. 
(6. 2. 16) 
应 用 定理 1.55, H6. 2.150 51,8 75,6779, 02-? 中 至 少 有 一 个 为 常 
数 . 与 前 面 类 似 ,都 可 得 出 矛盾 . 于 是 e 一 不 为 常数 . 
G) 假设 e 三 < 其 中 c( 关 0) 为 常数 . 由 (6. 2. 6) 得 


Rs Ro R. A 
e + e’ 二 + —e «Pt 1 ax 
(6.2.17) 
应 用 定理 1.55, 由 (6.2.17) 得 1 一 知 三 1. 于 是 R=1,Q= 


l.c = 1. fr C6. 2.17) 得 
=- Pent p Petpet m 1, 
再 由 定理 1.56 得 — Per 一] m Pe = l. HCS 21) 知 ， 
P 为 非常 数 多 项 式 , 这 就 得 到 矛盾 . TEA 不 为 常数 . 
(8) fü mc En e o 为 常数 .由 (6. 2.6) 得 
Set P Re 十 € 十 et^? 一 Š +c. 
(6. 2. 18) 
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应 用 定理 1. 55 ,由 (6. 2.18) AL 十 c 寺 0. 于 是 R 二 1, Q 二 1, ce 
= — 1. 再 由 (6.2.18) 得 
— Pet- ?+ e? p Pe?^? — 1, 

再 由 定理 1.56 得 一 Pet… ?— 13€ Pe^^-—1.B(6.2. 2 4, P o9 
非常 数 多 项 式 ,这 就 得 出 矛盾 , FEE 不 为 常数 . 

(9) Eie... .6. se es sest 3 均 不 为 常数 . 
B 6. 2.6) 得 
Léc gere = ge Q a 2 8-8 S 


e 


由 定理 1. 55, 即 可 得 出 矛盾 . 
这 就 证 明了 ,fa 和 [ic G0 NGLT GUN GO 不 为 任何 非 
常数 亚 纯 函数 的 0-1- EA. 


6.2.3 0-1- co 集合 唯一 的 情况 


1989 Æ „Ueda“ 证 明了 下 述 
定理 6.16 R/C) 为 有 穷 非 整 数 级 亚 纯 函 数 , 其 级 (二 
1. Cla T e ib.) p.10 AUR 0-1-09 RE. 设 {csj (dahs (9,2 分 别 为 
ai ib.) lp. 的 子 集 ,使 得 
iet U ida U dga) EO, (6. 2.19) 


ed t 24i »elt'-4-cs. (6.2.20) 


nn d t PRET) 
W Ceb ien h {Adah Paa 22 不 是 任何 亚 纯 函数 的 0-1-00 
集合 . 

B: EE 2.20 AU, SERE 6. 16 中 的 0-1-o2 集合 ({a,),{6,),{p,)) 
是 唯一 的 ,下 面 证 明定 理 6. 16. , 

B Cla Ne), GUN. Gs NGUID X EE TE g(z) 的 
Q-1-2o 集合 . 

首先 证 明 g(x) 不 为 常数 .如果 g(z) 为 常数 , 则 {a,} = {c,)， 
fba) 一 《az 二 (91). 再 由 (6.2.20) 得 
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Ti, D «Ne, I3 + No zl Qa Ne SG 
= Nír, {e} U (dU i 24 SG. 
— o(r) + SG f. 
这 与 假设 ACO > 1 FE. FEC 不 为 常数 . 
BEES e GO 的 级 AGO AF. 显然 有 
TG. < Ne) ENGL + NOG,g) + SCr,8) 


ZNO eNi DENGAN 十 SGr8) 
« 3T (Gr. P) + SG,g). (6.2. 21) 
TEF 
AG KAY c (6.2.22) 
Bi (6. 2. 20) 知 ， Pis e 格 为 0 muB P), RC), 
QGO 它们 的 零点 恰好 为 {fesiytas) ,19,}. 如 果 {c,} 为 空 集 ,我 们 
S PGO 三 1, 其 余 类 似 . 于 是 


a is » 及 t 8 
z 一 ve (i«g—1 o (f — De, (8. 2. 23) 
HH a, 8 为 多 项 式 . 由 (6. 2.23) 得 
s cures Se eds (6.2. 24) 


inp Sec! — 1 0, RI Rim LP mL FER (S. 2. 20 g gH 


= 0, lg Q = 1. 3x 5 (6.2. 20 矛盾 . PeBe —1#0. Hi 
(6. 2. 24) 得 


——. (6. 2. 25) 


Hi (6. 2. 23) 得 
AC) x; max (ACP) AG ,ACP) ,ACQ)} 
= ACF). 
辣 理 可 得 
AC?) «i AQO. 
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于 是 


max{A(e"), Alet)} xz ACD. (6. 2. 26) 
.由 (6. 2. 25) 得 
ACF) x max (AC) ,ACe) ACP) AW) , ACRO ] 
= max (AG) Aleh) ). | (6. 2, 27) 


由 (6. 2. 260,€6. 2. 27) 即 得 

A(f) = max{4(e"),A(e?)} = 整数 . 
这 与 定理 6.16 的 假设 ACÓ A ERTE FE Ua Ne), 
(b. Nd, {po} N UID 不 为 任何 亚 纯 冰 数 的 0-1-co 集合 . 

定理 6.17 B/C) 为 亚 纯 函数 , 且 满 足 

— Tr, A ; Net, 7) 

lim == > 0, lim -pg A O (6. 2. 28) 
Han) ub PD 为 f(z) 的 0-1-co RE (es dn) (0 分 别 
Ala donl (os 的 子 集 , 使 得 

ie U (IU tla E D . (5. 2. 29) 
B 


aile" t $id 2l 7 «T eo, (6. 2. 30) 
de 


Mda A lei (EN da , i Pa MT 不 是 任何 亚 纯 函数 的 0-1-20 
由 定理 5.4 知 , 定 理 6. 17 中 的 0-1-ce RE Cía. (t (0D 
是 唯一 的 ,下面 再 作 两 点 说 明 . 
OQ) 定理 6.17 中 条 件 Im OP > 0 是 必要 的 .考虑 例 
Tao 
fiz) = (h(s))^, g) = (h20)0^, 


Rpm HEYS aco [a-a t ( 


wje 


ETESUETIT ME ERU) o, 
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ar, 地) 


sinmÀ 
im m 
E 
NGOs 1j + NG, o) 
- = d ar E 1 
Xen Meg is | - dr 
ES ^ (] 十 sinzA)P (1 十 s(r)) 
M f GsinzA)r dr <+ oo, 
Ri -> 0{r -> œ). 
(2) 定理 6. 17 中 条 件 (6. 2. 30) 也 是 必要 的 . 考 虚 例 子 ; 设 
f(z) = (gC2)), ge) = Goss copy 
容易 验证 
lim LOP _ a 
ræs r m 
= 1 
Nao(r,7z) 
T INN d 
fe Tir, J) 4 
及 
Sia = ES ge +17 =+ os. 


下 面 证 明定 理 6. 17. 

设 (onc) TEN da) (PN ) 为 亚 纯 函数 g(z) 的 
0-1- RS. Lis 6.16 的 证 明 类 似 , 我 们 也 有 (6. 2.225. 
(6. 2. 24) ,其 中 a, B HERH. E e" ue 均 为 常数 ,由 (6. 2. 24) 得 

To, D <TR 二 TriQ) 十 Tir,P) --OCD 

= o(r) (r--o9), 
3X 53 (6. 2. 27) 矛盾 . 于 是 etse" 中 至 少 有 一 个 不 为 常数 , 与 定理 
6. 16 的 证 明 类 似 ,我 们 也 有 (6. 2. 21). 再 由 《6, 2. 23) 得 
T(r,e') AHTO x; TG,P) ATER) 2T G,Q) 
+ 2TGG,g8-2TG,/ +00) 
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x (g-oODTG.f) (r& E). 
(6. 2. 31) 


由 (6. 2. 250 知 ,f 的 重 级 零点 来 自己 的 零点 与 Ge — 1 
= uy -pÈ ?的 零点 .于 是 


= ， , 1 
Na) «NoD T ES 5" PLA 
Q Q 


«TG, P) SE S 4TG,B) +T 


«TG,P)--( HADT, R) +oT ee OG) 
(6. 2. 32) 


)TOOD 


车 8 为 常数 ,由 (6.2.32) 得 
N alr, P 


lim — 


Tx 


这 与 (6. 2.280 政 盾 . 若 8 不 为 常数 . 由 (6.2.31),《6. 2. 32» 得 
Nar p) =T) CE), 
也 与 (6. 2.28) 矛盾 . 这 就 证 明了 定理 6. 17. 
EH 6.18 设 f(z) AERE XE. T BJ 0-1-20 RAA Uat, 
{ (0, KP la) 与 :pa} 均 非 空 . WE (css (ds (au 分 别 为 
ta. iba {Pa} 的 子 集 ,使 得 


= 0， 


及 te: U (d.t U (a Æ O (6. 2. 33) 
feni E (auo {gn} Æ Lp. (6. 2. 34) 
再 设 
ONG o +NN ENG) U d Ute y 
Ame 0e ir 
(6. 2. 35) 
WCG, Ne.) (0s) Nl 3» Gs Nau) 不 为 任何 亚 纯 函 数 的 0-1-00 
集合 . 
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由 定理 5.7 知 ,定理 6.18 中 的 0-1-00 RA Cla {be} 0. 
是 唯一 的 . 定理 6.18 中 条 件 (6. 2. 35) 是 必要 的 . 考虑 例子 : 设 
P) 与 @(z) 为 没有 公共 零点 的 典 乘积 , 瑚 (z) 为 一 个 超越 整 函 
数 . 再 设 


_ Plz) i 
f(z) = (gz), ge) 一 TE J 


容易 验证 
TG,.f)-—2T(rig) —2T(r,à) Cr 一 co)， 


Ne,7) 一 页 Cr 证) TG Goo, 
NG.D- 2N G3) —o(T(Gr.A)) (r-»oo), 


Ner, dea} U {di} U taD = Nido Ned 


Q^ ql 
—(14-o00TG,&8) (r--co,r & E). 


因此 
No.) ANGA + NG,. (e) U id) U (D 


wt 
Tír, f) 2 


Gr — o,r & E). 
定理 6.18 的 证 明 可 参看 Ueda”, 


6.2.4 FAARAX 0-d- oo 集合 的 唯一 性 


设 a 为 异 于 零 的 常数 . 与 定义 6.4 类 似 ,Tohgeca 引入 下 述 
定义 6.6 Bia) ic. fp) 为 复 平 面 上 的 三 个 序列 ,它们 互 
不 相交 , 且 没 有 有 限 极限 点 . 如 果 存 在 一 个 亚 纯 函数 GO , 它 的 零 
点 序列 ,d 值 点 序列 ,极点 序列 恰好 分 别 是 {aes} , 1c) o.) , 则 序列 
B Cants dent: C0 PRITEMESE ES ER f(z) 的 0-d-oo 集合 . 
定义 6.7 WGaibilc) {H OM EZ BRE 0-d-oo 集合 . 如 
果 仅 存在 一 个 亚 纯 函 数 FOOD , 它 的 024-90 集合 怡 好 是 ({a,},{c,}， 
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{pn} ). 则 称 0-d-oo RA Cla.) (5) G0 是 唯一 的 . 

1988 4E. Tohge'" 推广 了 定理 6.12, 证 明了 下 述 

定理 6.19 Ras ib D 与 Cao) lel UD 分 别 为 
亚 纯 函数 f(z) 的 0-1-oo S8 & 5 0-d-co 集合 ,其 中 4 天 0,1. 则 二 
个 序列 组 中 至 少 有 一 个 是 唯一 的 ,除非 f(z) 一 GU? 十 AY 或 


Liz 


fG) = E Korb Loo ERRA 为 常数 
证 . — (ERIS RERAEME B9, DU TETEXE AERE ge) 
ES) hG) sé FG). EC, GO GLD A g GO K -l-o R 
合 , (fas) sic dbi UD A A(2) 的 0-d-co 集合 .于 是 
g= fe, g—1-—Cf— Def. C6. 2. 36) 
h= fë, h—d-Qf—d)ye. (6. 2. 37) 
Ro B.7.6 HERI. 由 fafah Ae x l,e? Æ 1,e^ 3 
l.e Æ 1l. 3 1,677 Æ 1. F H C6. 2. 362. (6. 2. 37) 得 


(6. 2. 38) 


我 们 区 分 四 种 情况 . 

OD 假设 {p,} 为 空 集 , 则 Sgh SERRE HC) (0 
为 了 与 的 0.1 集 合 , a)i HAAR -ad RA. 由 定理 6. 12 
AG = e 十 4. 下 面 假设 {p,} 不 为 空 集 . 

(2) 假设 (a,) Xu 设 


二 由 一 工 7 
rn De 


M F.G.H AERE CUR UD 为 FF 与 G 的 0-1 和 集合 ,({p,}， 
(D OR F 5 H I] 0-D SR Gr. 由 定理 6.12 知 ,F(z) 一 ee 十 4. 于 
是 f(z) = (GU? 十 4)™…'. 下 面 假设 {a,) 不 为 空 集 . 

《3) 假设 tc,} DER, W d A fæ 的 Picard 例外 和 值 . 注意 到 
0,1,00 为 f(z} 与 glz) 的 CM 公共 值 , 昌 f(x) 关 g(x). 由 定理 5.8 


d — Q9 


Al.fG)-— IIA: 
假设 6,) 为 空 集 , 则 1 为 f(z) 的 Picard 例外 值 . 设 
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FG)- fo HG) = lh. 


Rl. 35 FC) 的 Picard 例外 值 . 由 定理 6. 19 的 条 件 知 ,0,1,% 为 
FG) 5 HG) 的 CM 公共 值 ,由 定理 5.8 知 


lae —] 
Pe gm 
Lir) — d 
于 是 f(z) 一 Fa 二. 


(4) fik (a. (le. i0.) 均 不 为 空 集 . 由 (6. 2. 38) ^, 
e? e?" e? ut^ 均 不 为 常数 .再 由 (6. 2. 38) 得 
f ra e? — e^) f Lg de *(1 一 e") 


Pl ec 一 1 


因此 e",e" 也 不 为 常数 . 再 由 (6. 2. 38) 得 


JHE -e e P de 4 det + de) =], 
(6. 2. 39) 
应 用 定理 1.63. (6. 2. 390 得 
e -q-1| (6. 2. 40) 
或 
—de"^*'2q—] (6. 2. 41) 
或 
e75- — den? ? =d —]. (6. 2. 42) 
我 们 再 区 分 三 种 情况 . 
(a) 假设 (6. 2.40) ROZ. 由 (6.2.39) 得 
le 十 Tet 十 ee 了 -一 es La, (6. 2. 43) 


再 应 用 定理 1.63, H3 (6. 2. 43) f e^ — d a ht? —— 1 si et 
= ette — 1. 
ind eè? = d. h (6.2. 43) 得 


le J- e^? =d. 


+ 417 * 


再 由 引 理 1, 10 MTARFA. 

WMR e 二 一 1, 由 (6.2.43) 得 

et y de® — — |. 

由 定理 1.55 A067 ^7 必 为 常数 ,再 由 (6. 2. 40) Ae" 必 为 常数 ， 
这 是 一 个 矛盾 . 

mge et? — 1, HM L 55e 5g etA a AA 
数 . 因此 e LA EC X RS FÉ. 

(b) 假设 (6. 2. 41) 成 立 . 与 情况 (a) 类 似 , 也 可 得 出 矛盾 . 

(c) 假设 (6. 2. 42) 成 立 . 应 用 定理 1. 55, 由 (6. 2. 425 得 


e? gg, ec E e, (6. 2. 44) 
HH aE 0.08 0) 为 常数 , 且 满 足 

c, — cd=d—1. (6. 2. 45) 
再 由 (6. 2. 390, (6. 2. 42) 得 

— et? de + de? — 1. (6. 2. 46) 


HER 1.56 f — e" ^—1 R deI. 
ins et” =], HCG. 2. 46) 8e ^ —— e^. 再 由 (6. 2. 4D 
得 一 e “= cse ER e 为 常数 ;这 是 一 个 逆 笑 . 


A E de^ 221, e? — de?. 再 由 (6. 2. 46) f e — leer 于 
E e = d'e., 再 由 (4.2.44) 得 


er PL 2 EPooe -— cd. 
因此 ed = ^j. 再 由 (6. 2.45) 得 c =d, Pe = e, Ee c e” Ae 
A6. 2. 38) 得 


-8 


f=< -—— e, 


e8 一 工 
因此 {a,}, Co.) 均 为 空 集 ,这 也 是 一 个 矛盾 ， 
这 就 完成 了 定理 6.19 的 证 明 . 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Nevanlinna'c ,Ueda'?, 
Winkler'^? , Tohge??. 
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第 七 章 ”具有 二 个 或 一 个 公共 值 的 
亚 纯 函数 的 唯一 性 


在 第 五 章 中 ,我 们 得 出 了 当 两 个 亚 纯 函数 具有 三 个 公共 值 
时 , 亏 值 与 唯一 性 的 有 关 结 果 . 我 们 将 在 $ 7.1 中 介绍 当 两 个 亚 纯 
函数 具有 二 个 公共 值 时 , 亏 值 与 唯一 生 的 相应 结果 , 它 是 第 五 章 有 
关 结 果 的 改进 与 推广 ， 

在 第 二 章 中 ,我 们 得 出 了 具有 一 个 公共 值 的 亚 纯 函 数 族 o 
中 的 函数 的 唯一 性 的 结果 . 我 们 将 在 8 7. 2 中 介绍 当 两 个 亚 纯 函 
数 具有 一 个 公共 值 时 , 亏 值 与 唯一 性 的 有 关 结 果 , 它 是 第 三 章 有 关 
结果 的 改进 与 推广 . 

本 章 的 结果 在 第 十 章 中 将 起 到 重要 作用 . 


$7.1 其 有 二 个 公共 值 的 亚 纯 函 数 


7.1.1 却 值 与 唯一 性 


1990 4. ,[ HE WS" 改进 了 OQzawamm 的 一 个 结果 (定理 2. 40)， 
证 明了 下 述 

定理 7.4 设 f(z) 与 glz) 为 非常 数 亚 纯 画 数 ,1，,ce 为 其 CM 
公共 值 . 如 果 


4 -N d PENA 
Ni vy) 1 NG 4 + 2N Gn) 


gHoDVTr) rED, 7.1.1) 
其 中 4-1. Tir) = max(T GO. TG. go 为 r 在 (0, 十 ce) 
中 具有 无 穷 线性 测度 的 一 个 子 集合 , 则 人 f(z) 三 g(z) 或 f(z)， 
g(z)-]. 
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为 了 叙述 定理 7.1 的 改进 形式 ,我们 引入 下 述 符号 - 
设 f(z) 为 开平 面 非常 数 亚 纯 函数 ,a 为 任 一 复数 ,我 们 用 


mir pL 表示 f(z) 一 “在 jz| 所 "上 的 零点 个 数 ,其 中 单 堆 点 
计 一 次 , 重 零 点 计 二 次 . Nou 27 为 mrri p 相应 的 计数 
函数 . 


显然 
Ni Gu = Nr, 2E Natr zl 2): 
EN 
Nir, o Ni RU) €3N0,T-i—) 
'Í—a c tK —9a 75 '"fÍ-a 
及 
Nsl ut Ne) 
$U'f—a ~o fna” 


我 们 引入 下 述 定义 . 
定义 7.1 BIG) 为 开平 面 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 任 一 
复数 ,定义 


Nalr, Fs) 
ô la JP) =l ~ lim —Ro-— 
由 2; (2. 的 定义 .显然 有 
0x sla, Sa NN) x 8,0 x1 (7.1.2) 
及 
à; (a, J) 22 28a, f) — 1. (7.1.3) 


Aur. MEREOO 改进 了 定理 7.1, 证 明了 
定理 7.2 把 定理 7.1 中 的 条 件 (7.1.1) 换 为 


Ns, 让) Si N, GS) + NGA) 


< UHAT CED 0.1.4) 
定理 7.1 的 结论 仍 成 立 . 
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注意 到 定理 5.4, 由 定理 7.2 邵 可 得 到 定理 5.7, 因 此 定理 7. 2 
也 是 定理 5.7 的 改进 . 设 


fa) = 2er(1 — 2e), sq) leo — e), 
容易 验证 1,se X f 5 g 的 CM 公共 值 , 且 
N,G. I) 十 Nun) + NGD = 0 c oQO»T(G)., 


其 中 TG) — max(TG.D. TG) SÆg, fg 关 1. 这 表 
明定 理 7. 2 中 条 件 (7. 1. 4) 是 必要 的 . 

为 了 证 明定 理 7. 2, 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 7.1 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,g G0 为 f(z) 的 分 式 
线性 变换 . 如 果 


Nc) TANG) + NG. l1) + XNGaD 


LAHAT CED 
其 中 4 过 1, 并 且 存 在 一 点 zo, 使 得 f(z6) —g)-—1,.Jl f -—a 
或 fg 三 1, 
证 ， 由 g 为 了 的 分 式 线性 变换 ,不 妨 设 
af +b 
g= cf +d’ 
Hp a,b,cd 为 常数 ,有 日 a4 — bc + 0. 我 们 区 分 三 种 情况 . 
(1) 假设 a 关 0,c 关 0. 由 ad 一 Bbc 关 0 知 ,8,d 中 至 少 有 一 
个 不 为 0. 不 妨 设 5 冯 0, 则 


Nó b NG, 
g 


) 


5 , 
a 
因此 

Na.) "E Nir, f T Ni, 


) 


LA 
a 


< Noh) Ne, f) + Nol 2G 


« AHATE, f) TED, 
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XX 58 — Mc E SUF- Js. 
(2) 假设 c= 二 0, 则 ad 关 0. 此 时 


a b 
T sm qi Pi 
AR b o, 
l 


) 


Ni dy M. . 
£ LA 
a 


与 前 面 类 似 ,也 可 得 出 矛盾 . 因此 b= 0 3EH g — Sf. 把 zx。 代 入 


Ru. = L FESS. 
(3) 假设 a = 0,0] bc 天 0. 此 时 


如 果 d ze 0, 则 


因此 
Nr, F) Ta N(r,f) 十 Nr, 


1 
4? 


SNe E Nes + Nodo + Noa) 
< AHATE, S} (r € D), 
这 与 第 二 具 本 定理 不 盾 . 因此 d = 0, 并 且 fg È. Er RANG 


和 一 1 于 是 /g 二 1. 


下 面 证 明定 理 7. 2. 
E 
9 


" 
Dodd gs ). (7.1.5) 


UD : g 
Vom che zc] 
fU Ys 0. 显然 有 
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mir, Y) = Str, f) + SIG.g). 
因 1.co 3 f hig 的 CM 公共 值 , 故 有 
1 
Nr, Y) & Nac.) 十 No Gn) 十 Nor, p?) 


d Notre 5) + SG + Sig), 
其 中 Nars) ERS 的 零点 ,但 不 是 了 与 了 一 1 的 零点 的 计数 函 


BOND den a 的 零点 ,但 不 是 & 与 g 一 1 的 零点 的 计数 区 
数 . 于 是 
TG, V) 去 SNaG p + Nalr, PENA Nue 
+ Sirf) d 
设 = 为 了 ~ 1 的 音 零 点 ,经 过 简单 的 留 数 计算 可 知 ,zo 必 为 和 更 的 零 
点 ,于 是 


+ N Gu 十 cr --SG,g). 


册 第 一 基本 定理 知 ， 
Tér, DER -NG pl 1) 十 页 Cr, 记 一 Nes) 
^ 5. 
TC) «Nod m +N, ip + NG,g) -= Nea 
3-8 rs 
注意 到 


x, 1 X ] EN. 1 
Ni EI D A T? =2N r, FL P 


x a 十 Nrt) 


KN ir, pt Neo Nec lo + Nrk) 


人 
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t NOD +S, N Sig, 
则 有 
TG,f) TG) «NC 4 NGC) + NGP) 


$ Nery) SO T SG. (7.1.6) 


EA Nesi STe A) +00), 


ear Nb 
六 人 了 一) Ni g— STU) +00), 


再 由 《7. 1.5) 得 
— O»TG S NGC, 十 Nr, I) HNG, A), 


(r & E). (G.1. 7) 
由 (7.1.4), (7.1.7) 得 
 — oe(120T GO x: +AT (CrE 门 ， 

这 是 一 个 矛盾 . 于 是 “更 = 0. 由 (7.1.5), 积分 二 次 得 £g GO 为 
fF GO 的 分 式 线性 变换 . 由 (7. 1.4) 知 ,1 不 为 了 上 的 Picard 例外 值 , 因 
此 存在 zd f = g) = 1. 应 用 引 理 7.1 得 三 g 或 fg 三 
L 

由 定理 7. 2, 可 得 下 述 

系 ， 设 f(z) 与 g(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,1,o 为 其 CM 公共 
值 . 如 果 

ô (0, A 60,.g8) + 20000, £) > 3, 

则 fg 或 fg 三 1. 

定理 7.3 BI) 与 ag(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1 为 其 CM 
公共 值 . 如 果 


Né Na ENG.) «GQ-Fe(DTGO) G€D, 
Hp a<, TO) -max(T(ér,P),T(G,g)),W ff 三 g 或 
fa=l. 
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证 . F=}, G= 二 ,应 用 定理 7.2 即 得 下 三 G 或 
F -G= 1. h EBR f= p y 


7.1.2 定理 7.2 的 改进 


使 用 §4 2.2 中 引入 的 记号 ,定理 7.2 可 改进 为 

定理 7.4 设 f(z) 与 glz) A 3E TÉ CE S8 p 30.1.06 为 其 
“CM” 公共 值 , 如 果 (7. 1.4) 成 立 , 则 f 三 g 或 f*g 三 1. 

使 用 证 明定 理 7. 2 完全 类 似 的 证 明 方 法 ,中 可 证 明定 理 7. 4. 
只 需 注意 到 , 当 1,00 为 /与 g 的 “CM” 公共 值 时 ,与 g 的 1 值 点 
及 极点 对 NO, T) 的 影响 仅 为 Str 门 十 Slr,g). 证明 细节 略 去 ， 


71.3 关于 小 函数 的 结果 


1986 £&,Frank-Ohlenroth'? S[A F SR. 

定义 7.2 设 了 与 8 为 非常 数 亚 纯 画 数 ,aiyas 为 任意 两 个 复 
数 . 如果 

f—a= 0Sg— a, = 0, 
则 称 (el,az) 29 £73 & 的 CM 公共 值 对 . 

由 定义 7.2 易 知 , 若 (ai,4:) 为 1 与 g 的 CM 公共 值 对 , 则 (f 一 
aD 一 a) 的 零点 不 是 二 二 9 的 零点 与 极点 .特别 地 ,如 果 & 一 
a; 二 2, 若 (asa) 为 与 8g 的 CM 公共 值 对 , 则 a 为 与 g 的 CM A 
共 值 . 

了 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,我 们 用 S(r,f,g) 表示 满足 下 列 
条 件 的 量 : 当 了 与 8 均 为 有 窃 级 时 ，S(r,f,g) = o(TG. D 十 
Teg) (ro0)， 当 下 与 g 中 至 少 有 一 个 为 无 穷 级 时 ， 

SG.f.g)-—oCG.f)- T(r,g)). (Gr-—oo,r& E), 

后 不 再 说 明 . 

定义 7.3 设 了 与 & 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,ai 与 as 为 亚 纯 函 数 ， 
且 满 足 T(r,ai) 十 TOr,as) =S, f, g). Im 

f —a,-— 05g — a, — 0, 
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Jk Gia 为 了 与 g 的 CM 公共 小 函数 对 . 特别 地 ,车 a — ww 一 
a Wk a 75 f 5g 的 CM 公共 小 函数 . 

我 们 有 下 述 

定理 7.5 设 了 与 g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,al anb b EIE FEBR 
Xt. HWE a Æ bua; 5; KR T Gap 十 Tryas) 4 TG,5) 十 
TG b) -—SG.f.g). B oc A f 5 g 的 CM 公共 值 ,(a,,as) 为 
f 5 g 的 CM 公共 小 函数 对 . 如果 


1 


- 1 
Nalr, — p? 十 N: Tr, 


gZ —5, 
< Ro Tr) Er, (7.1.8) 
其 中 <1, TO) = maxi Tr, P. TG ,g)) W 


) 十 2N Cr, f) 


QR: 
由 2o 9 f !s g ICM 公共 值 知 ,so 为 与 G 的 “CM?” 公共 值 .由 
Casa) X f£ 5 g 的 CM 公共 小 函数 对 知 ,1 A F -5 GICM” 2 
共 值 . 由 (7. 1.8) 得 


NGHE 十 Nard) + 2N ir, F) « Gcr oQ»T* G) 


(r € I3, 

其 中 T'GO) — maxi TO, F),T(r.G);. 应 用 定理 7.4 Bg F = 
CGU F-Go1. 由 此 即 得 定理 7.5 的 结论 . 

由 定理 7.5 即 得 下 述 

系 . 设 了 与 5 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,alyaz) 斑 各 EEPEPRRS E, 
且 满足 a£5b.alx 5, A Tora) 十 Tr,ay) 十 T(r,61) 十 
TGr,b)-Sí(r.f.g.Bi&exfia5 8 的 CM ZEB Caisa) 为 
了 与 g 的 CM 公共 小 函数 对 . 如 果 

ô: ChS) + elhg) + 28(00,/) > 8, 
则 
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ig dC A Xs ER RT CE UBER? ,Frank-Ohblenroth??, 
RRR, PER - (BERT. 


$7.2 ”具有 一 个 公共 值 的 亚 纯 函数 


7.2.1 少 极 点 的 情况 


fr 83.4 中. 我们 研究 了 亚 纯 函数 族 .xx 的 唯一 性 ,本 有 段 将 研 
究 满足 条 件 B(cc) — 1 的 亚 纯 函 数 的 唯一 性 .1985 4E , (CHER? 改 
Jt Ozawa 的 一 个 结果 ,证 明了 

定理 7.6 t / 5 og 为 非常 数 亚 纯 沙 数 ,1 为 其 CM 公共 值 . 
WMR Oo, J) = (95,2) — 14€ 600, 4-000, 29 1, DU] £m 
gf g=. 

更 进一步 , 仪 洪 勋 ” "证 明了 下 述 

定理 7.7 设 f 与 & 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,c 为 有 穷 复 数 , 且 < 为 
f g CM 公共 值 , 再 设 关 与 4 为 亚 纯 函 数 , 旦 满足 上 关 c 必 天 
及 TO. —SG,P. TG) = Slr,g), 如 果 


læ, f) = Olwg) = 1, (7.2.1) 
0, £ — D +H eO — 02 1, (7.2.2) 
则 
[4= 或 C —.0( —a 2 (G— ule — 2. 


证 . 由 第 二 基本 定理 的 推广 ,我 们 有 


TG.) Sire = 
— gu 
1 


< UO DES EN Gi IPESE) 
<A AOF PTEN Fr TG,g) + SG,.f. 


HNED No 4m + 6,0 


TÉ 
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(8,(0,.£ — 10) HADT « T(r,g) Gr & E). 
Bi C. 2. 22 40,640, £ — 20 2» 0. BRL 
Tir, —O(CTG,g) (rE E). 
同 理 可 证 
Tors) =O rE. 
TÉ i 
TOD t+ Tir, = Ste f, g). (7.2. 3) 
设 
Fh G-E} 
H (7. 2.1) 知 ,ec X F 5 G B8*CM" 公共 值 . 由 < 为 了 与 的 CM 
公共 值 知 ,1 Fo5EGBI*CM" Adti. 818 0.2. 1),(7. 2.22 知 ， 


去 ， -+ ZNGO « Gor o0)T* C), 


HBa)LT'O)-—maxC(DCG ,TryG)) .应 用 定理 7.4 即 得 
三 G 或，G 寺 1. 由 此 即 得 定理 7.7 的 结论 ， 


7.2.2 杨 重 又 的 一 个 猜测 


WEM RRK F 是 形式 为 
FG = jm GOe 十 uz) 
的 所 有 超越 亚 纯 函 数 , 其 中 e GO 为 有 穷 级 非常 数 整 函 数 ， 
mD GÉ 0) 与 pplz) GÉ ESO 为 有 穷 级 亚 纯 函数 , 旦 mm 与 me 的 
级 均 小 于 e 的 级 . 
1977 ££, HER VERRE 
定理 7.8 Ba 为 两 个 判别 的 有 穷 复 数 ,f € Fg cF. 如 
Ros 为 了 与 区 的 CM ARH NI S= g, A 
GAC) — (ei — ea Ae) ! 1 
1— Alz} 1 一 AKCz) h(z)ef? ' 
2€; — cz) h Ge? 
uox c o el] T 140)! 
其 中 #(z) HERRE ERAGE ARO 与 h(z) AERA, E 
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N.G ED 十 Ni(r， 


满足 
TGG,AÀ)-— oCTG €), TG,Rh) = oT lr ,et)). 
Tu de C 猜测 ,对 形式 为 
f = meu 
的 所 有 亚 纯 函 数 类 ,其 中 为 非常 数 整 函数 ,Am (天 0) 与 aE 
常数 ) 为 亚 纯 范 数 , 且 满足 
Tir, = oTr e (7 = 1,2), 

定理 7.8 仍 成 立 . 

1985 Æ , 仪 浴 勋 ” ET FÈ 

定理 7.9 设 c 与 ;为 两 个 判别 的 有 穷 复数 ,f,g ,4 与 人为 非 
常数 亚 纯 画 数 , 其 中 Tri — SOLD IT Gu = SG. SEG 
与 cs 为 与 8 的 CM 公共 值 . In ,co, f) — 809,0 一 1 及 30， 
f — 5) d 6€0,g — A) 2» 1,WI] F — g HET AR nu x CÁ — iag 
— à) = Ce, — pg) — A ER 6 A= ce H e. 

WE. — 出 定理 7.7 得 .f 与 g 满足 


fia — 
d ru CE UM (7.2.4) 
p= et 一 A 
或 
Cf — 40(g A e Ce, — :0€5— 2, (7.2.5) 
及 
P d ES] (7. 2. 6) 
或 
(了 一 AD 一 二 《cs 一 上 (cs — A). (7. 2. 7) 


A f gHhiEGO.2.:.0.2.6),H]f8 um A, Sf [MRS 
与 & 满 足 C7.2.5),(7. 2.7), 则 得 Am e. C Qa — 
A)» z (à — 40€, 一 人 如果 了 与 8 满足 (7.2.4)，(7?7.2.7) 或 
(7.2. 55, (7.2.6), WE — 了 GO 门 一 SGr 门 ,TGrg) 一 人 Cr 8)， 
这 显然 是 不 可 能 的 . 这 就 证 明了 定理 7. 9. 

由 定理 7. 9, 可 得 下 述 

X. — 杨 重 双 猜测 成 立 . 
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证 . 设 f= pae cb n. p= Ae TÀ. 
其 中 4 与 8 为 非常 数 整 函 数 ,ya( 关 0) s GÉ PEPO A, 00, E 


常数 ) 为 亚 纯 函 数 , 且 满 足 
A T(Gr,n) -o(CTG e» {7 = 1,2) 


T(G,À) = o(T Ge^)) (7 = 1,2), 
由 定理 7.9 知 , 了 三 &g, 或 者 
Cf — tg) o A) m Ca pa) (ci — A), 
其 中 4cLÀà-oo-ce. 
如 果 fe. 
pe" * Aet == (ha — c) e, — Ap. 


于 是 
[m iei xm CA de (er este y 
rp = = 三 学 . 
则 可 得 出 杨 重 验 猜 测 的 结论 . 
7.2.3 风 个 引 理 


REZI AJLA E 
设 下 为 亚 纯 函 数 ,zx, 为 复 平面 一 点 ,我 们 规定 
U(CF,z)-— jdn i ^ 的 重 极 点 ， 
0, 当 Ze 不 为 F 的 极点 . 
0, 当 zo 不 为 下 的 极点 ， 
VCF) = fs zo 为 FB ER X. 
2,15 z, MÀ F BIB A. 
于 是 
1 : je 3 Z FEF, 
UCg m) = s pe 
[0,35 z, 不 为 五 的 零点 . 
0,35 z, 不 为 的 零点 ， 
Yo (E) 一 ia Zo 为 下 的 单 零点 ， 
2,35 z, 为 F 的 重 零 点 . 
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在 这 一 段 中 FiF: 为 两 个 亚 纯 水 数 ， 


F! Fr | 
NN zx FIF," I FIF”. 
l Pau F," ) 
使 用 上 述 记 号 ,我 们 有 下 述 引 理 . 


5] 7.2 ix UG szo) =U) => 2, 


则 Ue) > 2—2. 
HE. ik F,(z) -— (x nar 29)*G;Cz) CF Ta 1529. 
W^ Giz) 0,29 二 1,2). 通过 计算 知 
D = (z — z)*57!G* (z), 
EP G) 关 oo. 由 此 即 知 UG) > 29 — 2. 
用 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 下 述 
引 理 7.3 f 设 Uo) = q UG) = a > O, M 


Uzo) 之 9 十 qz 一 3. 


引 理 7.4 设 Uhr = qIRILUG. m) 一 0, 则 UG 万， 
1 


Zo) >q — 2. 
对 品 的 极点 ,我 们 有 下 述 
引 理 7. 5 设 UCF, »£9) —UG;.zn) m 1 , 则 U(D,zu) < 


3. 
ub. 设 在 z — z, 附近 
F(z) = ES Lak a, + alz 一 2zo) 十 … (a, #0), 
€ 一 Zo 
Fecha eed au 55x 
i 
MT 2(a,b, 一 aiba) " 
Wi D) = EXT E 4- 
由 此 即 得 CCD,zo «x 3. | 
用 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 下 述 


51 7.6 设 U(CF, yzo》 = UC(CF;,z) = f, 
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W| U(D.z)sz2p +2. 

5187.7 设 Uiz) = pU (F,,20) = pzs 
财 UCD,z0) SA cb 

5118 7.8 8  U(F,z)0-—fp,UG.,z)-—0, 
则 U(QD,zD0zb-2. 


8]B7.9 设 UG eo =q > 0,UC 2D = P > 0, 则 
VCD,=) — UG 2) <P—qg +3. 

HOO 还 证 明了 下 述 

引 理 7. 10 设 "nne — 1,2---,5) 为 个 线性 无 关 的 亚 纯 函数 ， 


HWRYJC-*8ERn-—LJG-LBhes-Dani 


则 gj(j = L2e40 也 为 天 个 线性 无 关 的 亚 纯 函 数 , HWE 


2j8 =]. 
WE 228, 三 1 是 显然 的 , 下 面 证 明 gO — 12k) 线 
性 无 关 .， 


XX cG -一 了 ,2 天) 使 得 


由 此 即 得 
cf, = Ch. (7.2: 8) 


J=:1 


如 果 c, 一 0， 则 JG —]1,2,-,5—1) 线性 相关 ,这 与 引 理 
7.10 KATE. 如果 cc Z 0, 由 (7. 2. 85 得 


$- 
$3 f=1. (7.2.9) 
Ck 


注意 到 EL 1, 由 (7.2.9) 得 
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DC f,— 0, 

这 也 与 AG = 1,2,"…,k) 线性 无 关 矛 盾 . 于 是 Go 12, 
线性 无 关 . P 
7.2.4 定理 7.6 的 改进 


应 用 引 理 7. 2—7. 10, [X BERECT 改进 了 定理 7. 6, 证 明了 下 述 
定理 7.10 设 了 与 8 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,1 为 其 CM 公共 值 . 
如 果 


NGA) 十 NGC) Na GJ) + Nlr,g) 
«(qr -eQ»TG) CED, (7.2.10 
其 中 ua1,TGO) = maxs Tr, Trg) Ar EO, o) HR. 
有 无 穷 线 性 测度 的 … 个 集合 , 则 了 尘 g 或 f*g 三 1. 


galal, C7. 2.11) 
g —1 
pu 
TOGOG,.H)sTG,.f»-rTGG.g) +01) 
x TG») +01). (7. 2.122 
Bhe. J= H, J: = Hg 及 


T'G) = max {T (r, /,)). Bi C7. 2.112, C7. 2.12) 得 
js 


XS, =] (7.2.13) 
E 
T'i) = O(T G0). (7. 2. 14) 
先 来 证 明 下 述 引 理 . 


引 理 7.11 Jof. 必 有 线性 相关 . 
证 ， 假设 刻 ,f;,f 线性 无 关 . 应 用 定理 1.48, 由 (7. 2.13)， 
(7. 2. 14) 得 
TG, f) « NO) €(TG)) GCE), (7.2.15 
' 433 。 


其 中 
: t - 

NG) = 9ING. 30 HNO, D) — NGO, f) — NI f) 
jl Jo 


m Nei). (7. 2. 16) 


Ji Ja fa | 
D = FH Í fel 
d rues oe 
再 由 (7. 2. 12) 得 
Bulk fp d ME Se ei 
TM PET nod fs" f£" "a 
BRAG 一 1，2,3) HRAT D PH EXDCRTREXE £ BE x 
极点 ,z 的 零点 或 极点 处 到 得 . 设 z, 为 1 的 零点 或 极点 ,或 & 的 零点 
或 极点 ,由 fm) — 12560. g(x,) 一 1 关 0. 设 
Fz) = aple — m^ Paix — Ze! 一 (7.2.18) 
glz) = hz — m baud, (7. 2.19) 
HP a, 5b G. 5, Æ 0, p 与 4 为 整数 ,但 不 同时 为 零 . 设 
UG) = Dük HUD, za) — UG m) 
i=l j 
— (fy ee -- UCS pons (7. 2. 20) 
下 面 我 们 证 明 


U(z,) x; VCÉ.z ) o V( qom) Vg. 十 VG ) 


(7. 2.17) 


(7.2. 21? 
Ab uS C. 2.21) ,我 们 讨论 下 述 四 种 情况 . 
(1) Rit p >00, BA A 
显然 有 UC TOR UG ,20) = 0, Uz) 一 9， 
DUOD.z) 一 0 由 (7.2.177》 有 D= (QV fh — fy) fir. S88 
RÉ 7. 3,5| 88 7. 4 得 
Uch z) > AUG, m) + u Za) — v Zo) HER vo Zo). 
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于 是 
UG) «VC xD + VC 0). (7. 2. 22) 
(2) 假设 0a. 
显然 有 Ued = hs Uz) 一 lUz = 0. 
UCD,z) 一 0. 由 (7.2.17) E De FA fa" f fi" BITS, 
3| 3g 7.4 得 
Ucho Uz) UG) 一 Vezo) — Vue) 
TE 
UG) LVE n) + VG) (7. 2. 23) 
(3) 假设 P< 0, 2:0. 
显然 有 UG oz) = lel Urz) = lp! UEZ) H 
Uz) =q -- pi. 注意 到 了 = 一 OV fI" — f. f». Bass 
7.5,7. 7,7. 8,7. 9 得 | 
UG e) = UG) < Uz) — U$ m) 


VO. VG m 
于 是 
UG) S VG. n) 十 Y GL sn (7.2. 24) 
(D 假设 二 0.9 之 0. 显然 有 
Uif) UG oz) = |pl, 
UG) UU = lal 一 Tp ERAD = F2 — F2. 
再 由 引 理 .7.7.8,7.9 得 
UD n) — UB) S 2UG x) — Ugo? 
LV) VG). 
于 是 
UCzo) VG) + VEz). (7.2. 25) 
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由 (7.2.220— (7. 2.25) HD 48 (7.2.21). RB di (7.2.16), 
(7. 2. 200, 07. 2. 21) 得 


N Nr = Nitr, F) + N; rsg) + Nri). 
再 由 (7. 2.15) 得 
TG.) « NGA + Niir, $) + N.Cr,g) 
NC) HoT) Cr & E), 
(T. 2. 26) 


设 em =g, 如 一 产 一 户 一 加 8 一 一 其 一 Af. 
th C7. 2. ;3) 得 


HIE 7.10 得 ges gs 线性 无 关 . 使 用 与 上 面 类 似 的 方法 , 即 可 
得 到 
TG. < Nlr,g) 十 NGA) T Nr, f) 
HND HoT — G& E. 
(7. 2. 27) 
im O.2.25).07. 2. 27» 得 
TG) « N,G,f) ENS G' I) 十 Na(ryg) 二 Ne, 二) +T G2) 
(r & E), 
这 与 定理 7. 10 中 条 件 (7. 2.100 矛盾 . 于 是 引 理 7. 11 成 立 ， 
直面 继 续 证 明定 理 7.10. 
由 引 理 7.11 50,7, 二 1,2,3) 线性 相关 , 即 存在 不 全 为 零 的 


常数 ci -= 1;2,3) ,使 得 
ef 十 ef, 十 cs 方 一 10. 《7. 2. 28) 


dnJ& c, 一 0, 由 (7， 2. 28) Óll.c; 75 0,04 25 0. f, eM A f, H 


EFUE 


此 即 得 8 — 守 , 这 是 不 可 能 的 .于 是 c1 A 0, 且 


f= Ži Efn 
H (7.2.13). (7. 2. 200 得 
(1 一 Df + a 一 2f =]. 
因为 1 为 1 与 g 的 CM 公共 值 ,由 (7.2.11) 得 
Nr,H) x N(ir,f) 


及 Nesh En N(r.g). 


我 们 区 分 三 种 情况 . 
(1) 假设 CQ É trs CLE Cg. 
由 (7.2. 30) 得 
COUNTIES 
(cr OE ob gp = 
应 用 引 理 1. 10, (7.2. 30.07. 2.33) 得 


(7. 2. 29) 


(7. 2. 30) 


(7. 2. 31) 
(7. 2. 322 


(7. 2. 332 


Tis) «Ne. iL NG, H) + Rg) + Srg) 


S No, E) ee Ne, f) E Nir.g) T Srg). 


h C7. 2.29). (7. 2.30) 得 


[e 


f+ E - 
EB C7. 2. 33),(7. 2. 35) 得 
T(r,/)-TG,g)--OOD 
于 是 
Tir) dre +00). 
再 由 (7?. 2. 34) 得 


TG «Ne TANG O 4 NG,g) + o(T (0) 


(7. 2. 34) 


(7. 2. 35) 


(r & E), 


" A37 * 


这 与 (7. 2. 10) FA. 
(2) 假设 ci 一 ci 


由 (7.2.30) 得 c 尖 c， 及 h= 


E €4 
故 
H=. (7. 2. 36) 
C — Cz 
H (7. 2.110, C7. 2. 36) 得 
f —g e, (7. 2. 37) 
£2 -— €. £2 — €i 


如 果 cs 关 0, 应 用 引 理 1.10, 8 C7. 2. 37) 得 
T(r) «No d) 十 Ni.) HNG, ND HoT) ^ tr E), 


这 与 (7. 2. 100 FE. 故 cs =- 0. HER C7. 2. 37) (8 f 5 g. 
(3) 假设 C = €«. 
(07.2. 300 f& e, c. 及 


zio Ca 
Ía um cl 一 cl 
故 
Hm d (7. 2. 38) 
Z4 — €|4 gZ 
由 (7.2. 11) (7. 2. 38) 得 
DIa OE re 8 : 
diccns g aSa (7. 2. 39) 


WÈ c. 36 0;, 应 用 引 理 1.10, H C7. 2. 392 得 
Tr) «Wo. $) + Neg) ANGA + oT) 


(r & E), 
这 与 (7. 2. 100 了 矛盾. 故 cy; = 0. BÉ HL CT. 2. 39 48 f£ g — 1. 


7.2.58 定理 7.10 的 简化 证 明 


t 


TP si E g 
R Y= yp 


EAR RAI BRA 
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POET dm i 
2 ET) (7.2.40) 


m, V) = SG». 
其 中 Sr) —o(T GG & E). 显然 了 的 单 极点 不 为 —? T 


的 极点 ,g 的 单 极点 不 为 居 —2- Lt ; 
CM 公共 值 , 故 有 
Nr, Y} {Nal D 十 Norg) 十 er 了) 十 Feri 
十 Mr 十 NC 4 Sx. 
其 中 NCG. LEE 与 N, Gc b) 8 7.1.1 段 中 的 计数 函数 . 于 是 
T (r,WV) < We f) 十 Nor,g) + N aG e c NaGs ti) 
ONG) 十 N Gd + SG). 
与 定理 7.2 idc e 我 们 也 有 
Nop E í- ONG x; TGO.Y) +O). 


NGA xpNaG D + NaGgNoG, P cTNeG, 


E Nego E N Gd 十 Sor)， 

使 用 与 证 明定 埋 7. 2 类 似 的 证 明 方法 ,我 们 有 
TG) «NGA + No — Nu) 十 N,G,g) + SG), 
这 与 定理 ?7.10 中 条 件 (7.2. 100 2P JE. TE Y= 0. EH C7. 2. 40 , £4 
4 XX a 为 了 的 分 式 线性 变换 . BEN HIS T. 18 P— ug XxÁ eg 
zx]. 
7.2.6 定理 7.10 的 改进 

使 用 84.2.2 中 引入 的 记号 ,定理 7. 10 可 改进 为 
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定理 7.11 WE 5 og 为 非常 数 亚 纯 画 数 ,1 为 其 “CM” 公共 
值 . 如 果 (7. 2. 10) 成 立 , 则 ff 三 g 或 1.g 三 1. 

使 用 证 明定 理 7. 10 完全 类 似 的 方法 , 即 可 证 明定 理 7.11, 只 
需 注 意 到 , 当 1 为 了 与 8 的 “CM? 公 共 值 时 ,了 与 8 的 1 值 点 对 六 Cr， 
Y 的 影响 仅 为 Sr). 证 明细 节 略 去 . 

由 定理 7. 11, B[ RE FP 

X. 设 f 与 8 为 非常 数 亚 纯 应 数 ,1 为 其 “CM” 公 共 值 . 如 果 

$,(0, f) 4- Og) 4-0, (oo f) t 0,(00,g) > 8, 

W^ feg 或 f:gel 


7.2.7 推广 到 小 函数 的 结果 


RE, PREA 证 明了 下 述 
定理 7.12 Ub GO 5 giz) AIER RER, a 0 0 00 
为 f(z) (LUNA as G0 6) 为 gCz) 的 小 函数 ,并 且 a1 Æ ba 
Æ b. IMR J — a —0tzg-a,—0,H 
HB) + elg) + ela, f) -8(09,g) > 3, (7.2.40 
则 ; 
J= b, „£Z b; 


= a T3, 或 


à, — 5 E ay— 5, aj; Pb 
Rake) 5 al) 为 任意 非 零 多 项 式 ， 
2r 
f) = e” — alz) te, gG)- — uy 
as x) 


容易 验证 f—a -0t:;g—a,—0,.H 
ĉl, f) 十 0,2) E E (oo, f) 十 SCcoyg) 一 3. 
但 Ía, 寺 . 笃 天 !. 这 表明 定理 7.12 中 条 件 (7. 2.41) 是 


e 42 
必要 的 . 

应 用 定理 7. 11, 定 理 7. 12 可 改进 为 

定理 7.13 设 f(z) 与 g{z) WIER PEAR a sabb 
为 亚 纯 函数 , 且 满 足 a xb5,.axb 及 
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Tirsa) + T(r,a,) + Th) HT, b) = SCr,f,g). 
Wla na) 为 了 与 8 的 CM 公共 小 男 数 对 ,并 且 


FED tN A + ND + Nalrsg) 


«Ord eQDTG) re), (7. 2. A2) 
其 中 之 J, Tl) = maxi Tr, f), TG.g»), W 
foba gob 或 了 一 下 gs 


N; Cr, 


anoh a h. ach ap T 
x. 设 
jud. gol dbi 
-à& a — b, 
my 
F—l] fa a — h 
G— 1 g — da, ai — 5h 


再 由 (aiyaa) 为 了 与 8 的 CM 公 共 小 函数 对 知 ,1 29 F5 G RS" CM 
公共 值 . 由 (7. 2. 42) 得 


Nr BY) Nun d) + NaF) + N OG) 


«(sd oODT'*60, CED 

其 中 Tir) max(TG FOIT GG). 再 应 用 定理 7.11 即 得 天 
三 C 或 下 '.GC 关 1. 由 此 即 得 定理 7.13 的 结论 . 

由 定理 7. 13, Bpf8 FE 

系 . 把 定理 7.12 中 条 件 (7. 2. 41) 换 为 

$B) Cbg) + 0; (0o, P) H 31000, g) > 8, 

sg EE 7.12 的 结论 仍 成 立 . 

与 本 和 节 有 关 的 结果 可 参看 Ozawa, 杨 重 验 中 , 仪 洪 
gps. pg ap m CU, E d RU, 
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第 八 章 ”函数 与 其 导数 具有 公共 值 问题 


亚 纯 函 数 与 其 导数 具有 公共 值 问题 是 亚 纯 函 数 唯一 性 问题 的 
特殊 情况 . 本 章 主要 证 明了 , 设 了 为 非常 数 亚 纯 函数 ,如 果 玉 与 /中 
具有 二 个 有 穷 的 CM 公共 值 或 三 个 有 穷 的 IM 公共 值 , 则 了 = A. 
本 章 还 介绍 了 关于 了 与 了 的 微分 多 项 式 工 (P) m a P nau fn 
och aif. 具有 二 个 有 穷 的 CM 公共 值 或 三 个 有 穷 的 IJM 公 共 值 
的 研究 成 果 . 


$8.1.— 整 函 数 与 其 导数 其 有 公共 值 问题 


8.1.1 函数 与 其 导数 具有 二 个 CM 公共 值 


1977 t£ Rubel- Yang 证 明了 

定理 8.1 设 了 为 非常 数 整 函数 ,a,b 为 两 个 判别 的 有 穷 复 
数 . 如 果 ab 为 f(z) 5 P6 的 CM 公共 值 , 则 Fo = P GO. 
是 f(z) = ce', 其 中 c( 关 0) 为 常数 . 

Wu. 如 果 a,5 中 有 一 个 等 于 0, 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 a = 0， 
b s 0. WI 0X f£ 5j P E Picard MAME. i 


SE) = e, f a = erm, (8.1.1) 
其 中 e) 与 BG) 为 非常 数 整 函数 ,于 是 
e? ? sa Ce (8.1.2) 
注意 到 已 为 了 与 万 的 CM 公共 值 , 故 有 
AL cs (8.1.3) 


Ep Y) 为 整 函数 . 由 (8.1. 1),(8. 1.3) 得 
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ie +e 一 les zl (8.1. 4) 


由 定理 1.56 4 e 21 i$ — lez 1. 若 三 1, 由 (8.1.3) 得 f 
=f. #— Letts, fe” — — be’, BERI 8. 1. DBE =— le. 


因此 e^ = Feci 由 (8.1.2) e 一 D EATE. 下 面 假设 。 


x 0 直子 有 于 是 有 
f= en LED P Lg, (8.1. 5) 
其 中 az) 与 8GO 为 整 男 数 . 假设 P Go SÉ jz), 由 (8.1.5) 得 
dies be! — aet Ea — b f= be — ae? + (a — b)eft" 
zd eot ^ e — e 


(8.1. 6) 
B. 1.60 得 
ae 4- be” + qu — bye? ^ (a — bett? 
OO aB — a^) — Ca H et y Ca — EDI e* 
— (a - bae 一 0. (8.1. 7 
由 (8. 1.60 得 
TG, f£) « 2T Ge) 2T Ge OO). (8.1.8) 
R e= c, Ape o0, 为 常数 . 由 (8.1.8) e 不 为 常数 ， 
再 由 58.1.7) 得 
Ae — Be? + bc? = 0, (8.1.9) 
其 中 
A =a — (a — Dc, 
B = (a — b)? + Cb — a)! — (a 4- 53e t (a — PD. 
由 定理 1. 47 得 
T(r,B) = Str,e». 
显然 (8.1. 9) 不 能 成 立 , 于 是 e 不 为 常数 . 同 理 可 证 ee, 
e^ FROM TEC 由 8.1.7) 得 
ae? + be” t + (a — bye — (a — bye*** 4- (C6 — a — v^) 
— (a + b)3e* — (a — b)a e* ? — — (a — b). (8.1.10 
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应 用 引 理 1. 9, H (8. 1.100 知 , 存 在 不 全 为 零 的 常数 CCCs, 
使 
eye? 十 cze2e 7? 十 cue p ce"! 
c oeG — aC! — a^) — (a -F 53€ tenes 0. 
(8. 1. 112 
由 (8. 1.1 得 
cee -Cer ? —— cue? 十 cue? 
Toce e? — cell — a) (B. — a0) — (Ca++ 5). 
(8.1. 12) 
再 应 用 引 理 1.9.18 (8.1. 120 得 
de?" + dy? + d + dye? + dsa'e = 0, 
其 中 d;,d;, rd; 为 不 全 为 零 的 常数 . 于 是 
del + de + de? + di? — — do. (8. 1. 13) 
再 应 用 引 理 1. 9, 由 (8. 1.132 得 


Nes "+ te t te ?+ ier — D, (8.1.14) 
不 妨 设 t, 关 0. 由 上 式 得 
-ea fi 
? e "Rs "d = ] 


注意 到 ee A e RAAR LE FRE E 1. 54 59. 08.1.14) 不 
能 成 立 . XX OB EHT P GO m fe). 

1992 年 , 郑 稼 华 - EHO 推广 了 定理 S. 1, 证 明了 下 述 

定理 8.2 RIO AERP RER aG) 与 5(x) 为 不 恒 等 于 
co [^ E SES XX. 月 alz) 闫 5(z), 并 满足 TCG,a) 十 Tir:a) = 
oP). 3X? f —a—05f —a—0,f—b-0tzP -—- b-—0, 
Bu] £z) = f(x). 

定理 8.2 的 证 明 与 定理 8. 1 的 证 明 方 法 类 似 , 可 参看 郑 稼 华 - 
EPR, 


设 /(z) =e feta eode 容易 验证 ^m ET 


9H 128 f 5 f! BS CM Z3 B. f G0 E P GO. 这 个 例子 表明 定理 
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8. 1 中 条 件 “f(z) 5 P GO. 具有 二 个 判别 的 有 穷 CM 公共 值 ” 是 必 
要 的 . 


8. 1. 2 ”函数 与 其 导数 具有 二 个 IM 公共 值 


1979 年 ,Mues-Steinmetz 改进 了 定理 8.1, 证 明了 下 述 
定理 8.3 设 了 为 非常 数 整 匡 数 ,a,5 为 两 个 判别 的 有 穷 复 
数 .如 果 a,5 为 与 了 的 IM AE RI = f. 
证 . ”我 们 区 分 两 种 情况 . 
CD ”很 设 a :5 关 0. 
因 a,6 为 f 与 f 的 IM 公共 值 , 故 f 一 a 与 1 一 5 的 零点 均 为 
单 零点 .假设 了 天 万, 则 
Ne,7 4) &TG f — P) +00) 
— mí,.f —f)--oOO0D 
= mG,.fQ- 5) T O00 
Kmr NHS, f) 
= TGG,f) 4S... 
于 是 


1 1 
NIE sa T WE 


p 


i 
< NG.— 
STe, H) + St, f). 
(8.1. 15) 


注意 到 
me onc p «m3 t So. 
再 由 (8. 1. 15) 得 
TP x TG) + mrs) + SGN. (8-1-16) 
注意 到 
Ne, Ep + Nr p«NoT—m E 


x TG,f) 十 Str, f, 
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及 
" L EV I 
Niro ea) NOF 2 NS )— Nurs "t 


« NG d. 
于 是 
1 
Ne, a — Do NO c TG, ENG 
+ Sir, f). (8.1.17 
注意 到 


mm(r, 方 ) 十 mm 人 ,万 二 二) 十 mr 万 二 pmo SUO, 
再 由 (8. 1.17) 得 
mG. 3) + ZG, P) ETOS Teo f) Siu 
€ Ti f) TG P) SG. 
(8.1. 18) 
Hi (8. 1. 162, (8. 1. 18) 即 得 
Tir, f) = Sr, p. (8.1.19) 
再 由 (8. 1.16) 得 
TEND & TG. HTL + Str,f) 
— TG. +SP). 
因此 
Tir, f) = Sr, f). 
这 是 一 个 牙 盾 .于 是 ff 二 阁 . 
(2) 假设 a b= 0. 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 < = 0,2 = 1. 
EH 0.129 £5 P BJ IM 公共 值 知 ,f 的 零点 的 重 级 均 大 于 1,f 


一 1 的 等 点 均 为 单 零点 .假设 了 关 广 ,并 置 
af ef 


OO (8. 1. 20) 


N g 为 整 函数 . 于 是 
Tui,g) = mo d —) 
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f £ 
& mG.p Dnm + O00) 


= S... (8.1. 21) 
由 (8. 1. 200 得 
CP» — fP — gCQP — f)». (8.1. 22) 
B (8.1. 22) 得 
2P f" — CPY — ff - g' CP — f£) H- e (Iff — f» 
(8. 1. 23) 
及 


20 + Are E =- 3f E ff 
e gift Jp a QIS ee A E2 =: 


(8.1. 24) 
设 z 为 了 一 1 的 零点 , 刚 f(z1) fGD 二 1. 由 (8.1.23) 得 
J"z)-—1ldg). (8. 1. 25) 


再 由 (8.1. 24) 得 

f"(,)-—2g (x) — g'(z) 42g) 43-1. (8.1.26) 
设 

PEN. irai 4 De P 27 i 

f-1 

TEE det ET E LDL, me Pra (8. 1. 28) 
注意 到 了 -- 1 的 零点 均 为 单 零 点 . 由 (8.1. 250, (8.1. 260 4$ 5 9 
fj IEEE 

T (r.d) = mir,$) 
<me f£ p mis pi] ) J-mir.g) +00) 


=S Gr. f. 


(8.1. 27) 


同 理 有 
Tr = SG, f. 
由 (8. 1.27),(8.1.28) 得 
f' Gg — g 4-48) —C — DO — 4 (+ 8. 
(8.1. 29) 
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nu A 由 (8. 1. 29) 得 


1 
Ne, PSNG, yamar 7500 
及 
Nt Eye Nin rl) Svo 
"Ng aF X 


再 由 第 二 基本 定理 得 
TG.) « Ne p D HNG, I 56,0 
- SG. f, 
这 是 一 个 矛盾 ,于 是 
2g) — g' -- óz 0. (8. 1. 30) 
Hz H £O RH 8.1.24) 得 
2f" Cza) = g Cz). 
由 (8. 1. 27) 得 
f" = — plz). 
于 是 
$G.) zi Te). 
再 由 (8. 1. 30) 得 
2g (zy) + leo — g'() = 0. (8.1. 31) 


如 果 2g 十 js — g' SÉ 0, E CB. 1. 212, (8. 1. 31D 得 


No.4) < N, "s —) —S,.f£. 
28 + 8 一 如 
注意 到 
上 
NGF P SNG. p 


7 
< TG.) TOaG 


z Nc.) $ m, or) + OC 
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-Ncdo HSP). 
TR 
Nr, 
再 由 第 二 基本 定理 得 
TG.) «No, a) + NG. + SED = SC, 
这 是 一 个 矛盾 .于 是 
g = I, 十 2g. (8. 1. 32) 


假设 g 为 非常 数 整 函数 ,由 定理 5. 21 得 
m(r,g) = Sir,g). 
注意 到 e 为 整 函 数 , 则 有 
Tlr,g) = Sir.g, 
这 是 一 个 矛盾 . 于 是 5 必 为 常数 . 由 (8.1. 32) Wg 三 0 或 g = 


一 十 .注意 到 f 关 广 . 故 g 三 一 地 ,再 由 (8.1.20) 得 


'"Y— T3805. 


er- =f. 
pu 
h= 2f "T Pa" 
则 
f=k 
及 
f = 2hh' 
于 是 
CEU EM S (8.1.33) 
4 如 
解 得 


hiz) = Aet* — 1, 
其 中 AGE 0 为 常数 . 设 
z' = 4zi — 4AlogA, 
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Wl h(') 二 一 2, 再 由 (8. 1. 33) {R (27) 二 一 lg 
fG') - hG*)—4 
及 
Ft) = 2h(z")h! (z* ) — 1. 
xX5 19 f 3 MAHATS. 这 就 证 明了 Fm. 


8.1.3 HESSE k 阶 导 数 具 有 二 个 CM 公共 值 . 


1990 年 , 杨 连 中 证 明了 下 述 

定理 8.4 RSO) 为 非常 数 整 函数 ,*( 之 2) 为 整数 ,a( 天 0) 
为 有 穷 复 数 . 如 果 0 为 了 与 f£ 的 Picard 例外 值 ,a y f 5 fF" 的 
IM 公共 值 , 则 fio = eA, KH ALB ALPE. HR A! — 1, 于 
à fj 

为 了 证 明定 理 8. 4, 我 们 需要 下 述 

引 理 8.1 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,k( 尖 2) 为 整数 ,如 果 
0 为 了 与 1% H Picard A MA, W A = et R f = (ez 十 六 -其 
P ACE 0), B,aCGE 0,5 为 常数 . 

引 理 8. 1 的 证 明 可 参看 Frank”. 下 面 证 明定 理 8. 4. 

因 0 为 地 与 大 ”的 Picard 例外 值 , 由 引 理 8. 1 得 

fie) =P, 
其 中 AGE 0),B 为 常数 ,再 由 a 为 了 与 f“* 的 IM 公共 值 知 , 存 在 ， 
zc 使 得 
a- Fle) = eiut 
及 
a f) = Ag. 

TEA =1, #4 / =”. 

1990 E EPN 推广 了 定理 8. 1, 证 明了 

定理 8.5 GO 为 非常 数 整 函数 ,为 正 整 数 ,a,5 为 两 个 
判别 的 有 穷 复 数 ,如 果 a,5 为 了 与 1 的 CM 公共 值 , 则 和 三 Fw， 

WE. 由 定 理 8. 1,278 IE E Z8 2, 我 们 区 分 两 种 情况 . 
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(OD fdBüta-5z50. 
Hl a,b f 5 f" 的 CM 公共 值得 
f-—a Z% -b EN ef 
fea Ufe-b , 
其 中 a.8 APER. 显然 有 
Tre) --TG.e) = OT (r & E). (8.1.35) 
假设 A 半 f/f" ,由 (8.1.34) 知 ,e" 关 1,e!f 儿 1; 如 果 e* 志 cc, 其 中 c( 关 
0,1) 为 常数 . 由 定理 1. 30 知 ,5 不 为 了 与 f% 的 Picard 例外 值 .于 
是 存在 zo ,使 得 


(8. 1. 34) 


Flen) = f? (a) = b. (8. 1. 36) 
把 (8. 1. 360 代入 (8.1.34) 得 
b—a 
Bc 4 
这 与 < 了 关 1 予 秆 .于 是 e' 不 为 常数 . 同 理 可 证 es 也 不 为 常数 .于 是 a 
zÉ 0. P z^ o. 
由 (8. 1. 34) 得 
f Ck 1) 
因此 
y f VEED 
Fo (Qq-—aod-b q?-ad-b 
UE Pe EN VERE CCP E Du MESS du 
b—af-b f—a fb a f?—a fP 
TÉ 


g 


mF 5) = S(r, f). 


再 由 (8.1. 35) 得 
mlr, FB) <me, REL 4 mG do 
—S.f)-4TG.o) 
= S(r, f). 
Bird E 
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Nery p= TG, N +SP). (8. 1. 37) 
同 理 可 证 
Npp = TG. f) SG. (8. 1. 38) 


注意 到 
NG, Fs oy p SNG Fg) 


Tf f) +0) 


= mlr, fQ — E » T O(D 


m mG,.f)-43 SG. 
~ TG. f) Sf. (8. 1. 39) 
Br C8. 1. 37) ,(8. 1. 38). (8. 1. 39) 得 
Tr, D =S, f), 
这 是 一 个 矛盾 . 于 是 =, 
(2) 假设 a :一 0. 
不 失 一 般 性 ,不 妨 设 a 关 0,5 王 0. 由 0,4 为 1 与 1 的 CM 公 
HER 


AS = eg =e, (8. 1. 40) 


RP ee ARRA. 显然 有 
TGr.e H TGG,ef) SOT, D) G & E), 1.41) 
Bi S Æ H. 由 (8.1.40) ne zÉ le Enl MR e? — c. dtrB 
a0 D 为 常数 , 巾 定理 1.30 Wa 不 为 了 与 Fo Hy Picard 例外 
(B. 于 是 存在 x ,使 得 
f(x) -—f"?)-a. (8. 1. 42) 
JE CB. 1. 42) 代入 (8.1.40) 得 


a 
a 


这 与 后 天 1 有 矛盾 .于 是 2 不 为 常数 , 如 果 0 为 了 与 f? ff Picard 例 

外 值 ,由 定理 8.4 知 ,f 二 .下面 假 设 0 不 为 了 与 je) 的 Picard 

例外 值 . IA e m e Hn GE 0,1) 为 常数 ,注意 到 0 不 为 了 与 
- 482 。 


= fjs 


f? 的 Picard 例外 值 , 于 是 存在 2, ,使 得 


Siz) = fH (za) 一 0. (8.1. 43) 
把 (8. 1. 43 RACS. 1. 400 得 
0 — a 
GaTe 


这 与 c VFJH. TdE C] 不 为 常数 .由 此 即 得 a z5 0, EO. 
Hi (8. 1. 40) 得 


F " F u Fory l 
f-a f9—a 
Eie 
a , (r1 
JI Q—ef («f?—of 
u 1, P AM P Jut. 1n fé» Mr ien 
Te pou P p ta pesa qun 
于 是 


mS) —Sr,f). 
再 由 (8.1. 4D) 得 
mt 了) Smrk +m, $) 
= Sr, P) H Tira) 


= S(r, f). 
于 是 
Ndr, 了 ) = TG, HSC, f). (8. 1. 44) 
[8] SE n] dE 
NoD = TG So. (8. 1. 45) 


与 (8. 1. 39) 类 似 , 我 们 也 有 


Nep c^ON(G, 


i 


reus Tr N +SP). 


(8. 1. 46) 
H (8. 1.44), (8. 1. 45) , CB. 1. 46) 得 
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Toc. f£) =S, f), 

这 是 一 个 齐 盾 ,于 是 f - 

最 近 , 顾 永 兴 ”推广 了 定理 8. 5, 证 明了 

定理 8.6 设 f(z) 为 非常 数 整 函数 ,PK 六 = FIG) 十 
ay (OP Dz) E eR a (P GO, PP a l)a lz), a, Cz) 38 
为 f(z) 的 小 整 函数 . 再 设 2,5 为 两 个 判别 的 有 穷 复数 .如果 a2,2 为 
ff 与 P(A) 的 CM 公共 值 ,日 4 十 5 关 0 或 ailz) 关 一 1, 则 六 二 
PJ): 

定理 8.6 的 证 明 可 参看 顾 水 兴 呈 ,与 定理 8. 6 有关 的 结果 可 参 
看 方 明亮 *. 


8.1.4 f,f' 与 六 具有 一 个 公共 值 


1986 Æ ,Jank-Mues-Volkmann'" 证 明了 
定理 8.7 设 了 (z) 为 非常 数 整 医 数 ,a 为 异 于 0 的 有 穷 复 数 . 
如 果 
fae =a, f =a > f" =a. (8. 1. 47) 
WM f. 
WE. — 设 x 为 了 一 aa 的 零点 , 设 在 > 二 z 附近 
zz 一 中 eaigz 一 z) 十 as(z 一 2)2 十 《8.1.48) 


则 
f(s) = a, + ale — z) + 3ai(z — zx rs, 
(8. 1. 49) 
f(z) = 2a, 十 6a:(z — z,) 十 …， 
再 由 (8. 1. 472 知 ， 
a 一 al 一 2c:. (8. 1. 50) 
于 是 f 一 a, 广 一 a 的 零点 均 为 单 零 点 . 8.1.48). (8.1. 49), 
(8. 1. 50) 得 
fG) — f! G) = (3a — a (z — zd oo. 
BRIEF WA 
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1 
2NG F "E 2 S Ng Los < 了 (rr 一 fO +O) 


morfa 一 E) +01) 


mir,f)4 Si. 
To, ND Sr, f). (8.1.51) 


A 


注意 到 
sd zd po 
mr taepa Ep moo emos g P 十 SC 


<m) + 5G. 
由 有 
TES) +TP EN FE D Nr a 


十 ma(r, 方 ) 十 SCr, f£) 


= INCL L TG» 一 NG, 3 + SG,f) 


c3 pi E TG,P) — NG39 Sr fy 


TODEN FED — Ni. R0 d So. 


f 
(8. 1. 52) 
H (8.1. 510.(8.1. 522 得 
N Ta = Sir, f) (8.1.53) 
及 


TG, f) &2N c. 7-2 ESOP). (8. 1. 54) 
mL iam 
[eC 
由 定理 1. 30 41a TC / f ff Picard 例外 值 . 由 此 即 得 c = 
0.f m S SRRI. FE 万 关 1, 再 由 (8. 1.47) 得 
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En £ 
NG y Ne, m — STe p) + OD 


p-! 


" NC) HSE = Nodo SG. 


再 由 (8. 1.54) 得 
TG, x «& 2N G3) 十 SCr 门 . 
设 
f P pg 
fea qq 
HC. 1. 472 5,9 5 9 FS AL RE PR. 于 是 
Tir. 二 mír,9) == SG, f), 
Trp) = mir,d) = Str, f). 
if z, f — ad gH. h (8. 1.48), (8.1.56) 得 


geo = Lalo), 
2 a 


223 Eac CS =]: 


于 是 
200.) 十 GR) = 0. 
如 果 24 + 9 Æ 0, 0 (8. 1.570 得 


Nr, pi A 
zm. TO.) — T(r,d) +O) 
= Sr; 
这 与 (8. 1. 54) 3F F8. 于 是 
2$ 4- 4 0. 
设 z"* 为 产 的 零点 ,但 不 为 PB ER. 
f(z°) =0, f'(z* ) x 0. 
再 由 (8. 1.56),(8. 1. 582 得 


og(2* f) 2 Fe 
0— 267) E éG) - PG E, 
于 是 


* 456 * 


i 


(z')—a 


(8. 1.55) 


(8. 1. 560 


(8. 1. 57) 


(8.1. 58) 


). 


fit) = T (8. 1. 59) 


由 (8. 1. 58 得 
24! 十 多 三 0. 
再 由 (8. 1. 56), (8.1.59) 得 
0— 28 (z'04- p et) 一 2 ord e 一 1)， 
于 是 
f(z") =a. 
再 由 (8. 1. 56) 得 
$2z") = 1. (8. 1. 60) 
如 果 #$ 半 1, 由 (8.1.60) 得 | 
No, 3) y. Na) «Ne gE 
x TG.) J-OXO)D —. SG. P). (8. 1.61) 


另 一 方面 ,由 (8. 1. 53),(8. 1.55) 得 
TG, fs 2N Gd) ~ NED + S0. 
再 由 (8. 1. 61) 得 
TOD = LS 
这 是 一 个 矛盾 . 于 是 $ 二 1. 再 由 (8.1.58) f8 9 2 — 2. HH (8.1.56) 
得 


f'"— f fa) =O. (8. 1. 62) 
解 微分 方程 (8. 1.625 得 
f(z) = ce dt copra, (8. 1. 63) 


BH Adi AERA 一 4 十 2 = 二 0 的 两 个 根 ,ciyc; 为 常数 .于 是 
fz) = oAeV ce. 
再 由 (8. 1. 53) 知 ,clvcs 中 必 有 一 个 为 0. 不 失 一 般 人 性, 不妨 设 cs = 
0, 则 
J(z) = cveh* a. 
因此 a 为 的 Picard 例外 值 ,这 与 (8. 1. 54) 矛盾 ,于 是 f = f. 
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由 定理 8.7 的 证 明 容易 看 出 , 当 f(z) AMENT A — SG, 
N fü) 3E EE E SEG HET. 定理 8.7 也 成 立 . 更 进一步 ， 
Jank-Mues- Volkmann'? 证 明了 下 述 

定理 8.8 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 异 于 0 的 有 穷 复 
数 . 如 果 

sd ee dd 

Wf. 

定理 8.8 的 证 明 比 较 长 ,可 参看 Jank-Mues-Volkmann'?, 一 
个 自然 的 问题 是 : 设 GO 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,a 为 异 于 0 的 有 穷 复 
TU nm 为 正 整 数 .县 一 wr,n,m 不 同 为 偶数 或 奇数 ,如 果 

foc atf maS fa 三 不 

DELETE 

£5 X oW H X SW S X y £& 8 RubelYang?, 
Mues-Steinmetz"" ,Gundersen?, E A d - WE E HU. 
Jank-Mues-Volkmann'? , 53 H7 , XD ^E - EBY kX 3 
Azaki EEAO, rR, 


$8.2 亚 纯 函 数 与 其 导数 具有 公共 值 问 题 


8.2.1 函数 与 其 导数 具有 二 个 CM 公共 值 


1980 ££ .Gundersen^* 证 明了 

定理 8.9 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 耻 数 ,5 为 异 于 0 的 有 穷 复 
3c. 如 果 0,5 为 与 广 的 CM 公共 值 , 则 ff 二. 

为 了 证 明定 理 8.9, 我 们 先 证 下 述 

5188.2 e) HERRER ga) = P" Go ,其 中 
k 为 正 整 数 E 
k NoD S Nat) + Nes + Ns S0, 
其 中 Ns go 表 Y 的 零点 ,但 不 为 一 工 的 重 级 零点 的 计数 函 
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数 . 
证 ， 设 
(JEP (ppt (gf (z) peer 


giz) = 1 — FOG) YT TOPs peT 
再 设 zx 为 f(z) 的 单 极点 , 则 在 z = zo 附近 


Fe) = —t— +00), 
z — zo 
其 中 < 关 0. 于 是 
(— 1 rak 
1 — 4G) = 1 — f” iz) 一 让 + O(1) 
= re 
= re H- Xs (1 4- OCz — g,)j, 
RS 4 一 1 
fu D(z) = ( T —U 12! G + Olz 2: z,2***). 
由 此 导出 
g(z) 一 Cir Rt Dl, + O(z — nt. 


ak! 
因此 giza) £ 0,2% "Hz, 为 g (x) Bg 重 零点 . 由 第 一 基本 定 
理 得 
NGE) — NG,É) mi, — mi. E) +00) 
g g g g 
LSe f). 
注意 到 
rois E EET codes ; 
N(r,&) NG, >) = N(r,g) t+ NG,—5) — NGr.g') 
g g g 


- Nç, }) 
S8 


一 NO) NG N(r,g) 
= Nn |) — N63 md N(r,g), 
g g 
其 中 N Guo) Ze 的 零点 ,但 不 为 g 的 零点 的 计数 函数 . 于 是 


kNoG D < Nori) < Nri) 4AGaY- Se, f). 
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显然 g 的 零点 与 极点 仅 出 现在 了 的 重 级 极点 ,或 5 一 1 的 零点 ,或 
多 的 零点 但 不 为 多 一 1 的 零点 处 .于 是 


Nc) TN. SNG, ) T Noer f 十 Natr). 


由 些 即 得 引 理 8. 2 的 结论 . 

下 面 证 明定 理 8. 9. 

假设 f 闺 产 .因为 0 为 与 的 CM 公共 值 , 故 0 必 为 了 与 产 
的 Picard 例外 值 , 注意 到 oo 为 了 与 P 85 IM 公共 值 ,由 定理 2.18 
f 


1 
$—1 


TG, f) = OCT Gr. f£) G & E). (8.2.1) 
再 由 第 .二 基本 定理 得 
Tr) s TER TNGQPTSGP) 


«Nr, ) + NP) HSE, f) 


am 
f 1 
«TG, HTONG.£)48G.f£) 
LN ir, O 0S. fF) 
xTGG.É)-- S,.f'). 


于 是 
2N PO = Tr,f) + SC,f), (8. 2. 2) 


NGA = TG) SC). 
注意 到 
TG.) & Ni. 30 -Nr yh jt Ne» 
-NG HSS). 
则 有 
Noh) = Sir, f). 


再 由 引 理 8. 2 得 
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NoD = Nytr,f + 2) LN, 4224 rs) 


+ Netr, 方 ) SC,f +z) 


x Nae D + SG,f». (8. 2. 3) 
由 (8. 2. 2) 得 

NoG f) SG,f'). (8.2. 4) 
再 由 (8. 2. 3) 得 

Noe 2 = SG). (8.2.5) 


t (8. 2. 4). (8. 2. 5) 得 
Noe, O= NG, D = Str,f)2, 

这 与 (8. 2.2) FE FE / m P. 

1983 Æ ,Mues-Steinmetz'? , Gundersen ? 改进 了 定理 8. 9, 证 
明了 下 述 

定理 8. 10 设 A(z) 为 非常 数 亚 纯 咬 数 ,a,2 为 两 个 判别 的 有 
穷 复 数 . 如 果 a,2 为 了 与 请 的 CM 公共 值 , 则 ff 三 1. 

由 定理 8.9 知 ,我 们 仅 需 证 明 4*5 关 0 的 情况 均 可 ,定理 8.10 
的 证 明 将 在 § 8. 2. 2 中 给 出 . 


8.2.2 苯 数 与 其 大 阶 导 数 共 有 二 个 CM 公共 值 


1986 4E ,Frank-Ohlenroth'"? 证 明了 

定理 8.11 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,k( 之 2) 为 正 整数 ， 
(asa) ^3 (6,50 为 两 对 有 穷 复数 , 且 满 足 a1 É bisa Æ b, a,b, 天 
0. WÈ Cai a2 (C 5) 均 为 子 与 f 的 CM 公共 值 对 , 则 

tai — b fE — ta, — baf — (ab; — abh) = 0. 

在 定理 B.11' P. i8 a =a, = a.b, = b, = bab 关 0, 由 定理 
8.11 则 得 下 述 

定理 8.12 设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函数 ,a,6 为 两 个 判别 的 异 
于 零 的 有 穷 复 数 . lik a.b f£ 5 fF? 的 CM 公共 值 , 则 了 三 f. 

下 面 我 们 将 同时 证 明定 理 8. 10 与 定理 8.12, 定 理 8.11 的 证 
有 明 与 其 类 似 , 可 参看 Frank-Ohlenroth'", 
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不 失 一 般 性 ,不 妨 设 2( 取 0,1) ,4 二 1 为 与 1 的 CM 公共 
值 ,否则 只 需 考虑 二 即 可 . [BUE 天 f. 由 定理 8.10,8.12 的 条 
件 知 


Le (8. 2. 6) 
其 中 a 为 整 函 数 . 由 (8.2.6) 得 
Tire) = OC(T (rf)) (rc & E), (8.2. 7) 
及 
d= E ai) gogy o eD 
《十 1) 
"POT DOS Y (8. 2. 8) 


再 由 定理 1.47 得 
TQ o! ) = Str, D. (8. 2. 9) 
如 果 (0 WERK, HEM B. 1,8. 5 即 得 二 ,这 与 假设 
不 符 . 于 是 f(z) T AE EC LE zo 3 fi) H p ERA. pup a' = 
0, Wi e* AAR e c Hh eco 为 常数 ,把 z 二 x A 
(8. 2. 6 得 c — 1. BEER C8. 2. 60 4. f m ,这 也 与 假设 不 符 , 于 是 
d É 0. h (8. 2. 8 易 知 ,二 为 w 的 至 少 p — 1 ERA, KE 
NG fy ND € NG. KTE) 00) 
= Str. f). 
由 此 即 得 
un PD -NG.O +S, f). (8. 2.10) 
RA — 4 没有 极点 , 且 仅 在 了 的 极点 处 有 上 重 零 点 , 故 可 
设 


& = f s (8. 2.11) 
其 中 g(z) egg (8.2.60, (8.2, 10 得 
© (1 23 ud EE! 1 
f?-—(ü-—a "RS 1) 72l gp ta 
TJÉ 
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mG f?) <me) 十 ztz tOO). 


注意 到 
Nír,——— F EL 一 了 (re ) + SG», 


再 由 (8. 2.7) 得 
mir, 一 一) == Sir, f). 
e" 


由 此 即 得 
mir. f£") x mr 人) + SG) 


< 2mtr， p Ex Sir, D. (8. 2.12) 
于 是 
Nir SNK ZN r, JV) zm(r,f^) 十 N(r, f?» 
X mir. 7 一 二 ) HNG, SE) 4 SG.f. 
再 由 (8. 2. 10) 得 
(k 4- DNG, D To, f£?) 
m Gr DN. ND — imi 71 =) 4 SG,f. 


(8. 2.13) 
令 
* 了 1 
N BO = NG Fn H-D — Nr, Fi P NoD 
= Nega p) Nep T NOg 


(8. 2. 14) 


m p) + mig) < mG. H) HSD 


m pts) T m zai =) E mlr, Fo 一 D 
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S mi garo) + SG, f). 


由 (8. 2. 10 得 
N° Cr) + ZTG.D < N(r, Fa p+ mG, A SG. 


STOND HENG, A) + mig 


+ Sirf) 
及 . 
N*G) + 2TG. f) s TG) ENG A) + mr, orn) 
— mir, g5) SG. 
€ Tir D + G- DNGO TG £9) 
- Nr, porn) 二 m» gir 4S. 
于 是 | 
NO + TiO LENG, S) 十 mers) + SG 
(8.2.15) 
p 


NO E TG. f£) & TG.) + E+ DNG D — N G pin? 
= mr, Fn) — Sr, f). (8. 2. 16) 
注意 到 
mG d < mrz) + S07), 


由 (8. 2. 152, (8. 2. 16) 得 
2N* GO + TG, £9» x; GR 3- DONG, S) 


= NG zaro) + SCr,f). 


(8. 2.17) 
注意 到 (8. 2.100, (8. 2. 13) ,由 定理 1. 26^ 得 
NG, yar) >EN N — NA — SrA). 
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再 由 (8. 2.17) 得 
2N"(Gr) HTO, f?) (并 十 1 十 ENCrP So). 
其 中 * 为 任意 预先 给 定 的 正 数 . 再 由 (8. 2.132 得 


TG ,f?) sx (G --1-- 9NG,D) t SQ, (8. 2.18) 
及 
NOZ SNe +S, f). (8. 2.19) 
下 面 引 入 辅助 函数 
F= Uf D DOPE — a) (fH — 1)! 
El (fe 一 fy i 
F a 
uos TES BI, 
G ms PF rt 
: a 
p*3tyg k=]. 
容易 验证 ,上 F 没有 零点 , 昌 
Nir, F= N'o t Str,f). (8. 2.20) 
设 zo 为 了 RRA tR, F GO s 0,90. 易 知 ,G 是 满足 
T(ir,G) =- NG,F) 4 St, f (8. 2. 21) 


的 亚 纯 函数 . 通过 计算 知 , 和 的 单 极点 为 C 的 零点 ,下面 区 分 两 种 
(1) RE C Æ 0. 则 有 
Né f) & NOG) « TeG) 00) 
SN*(r) 4 Sir, f). 
再 由 (8. 2.19) 得 


NG.f) s SNG P) + SG,f. 
于 是 
Ni, A) = Ser, f). 
再 由 (8. 2. 18) 即 得 
Tir,Fp) = Sr, f), 
这 是 一 个 政 盾 . 
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(2) 假设 G e 0. 我 们 再 区 分 两 种 情况 . 
(2. 1) BERI 2. h G = o i 
Fo (d yH 二 常数. 
设 zo 为 了 的 单 极点 , 没 在 > = ze 附近 
fe) -1-5-.00. (x0 
通过 计算 得 


a—1 


a (zn) 一 一 R^ 


R” 
Ez) = WDE 
因而 
3. 6s a Sa 
F(z,) Ca (z,22 一 GD o 
grim 
(a — 10* 


Fiz) * (a! (32) Æ ap 
由 (8.2.23) 得 


No fogN(G, 1 


F Pi (a! y* m 


CER 
y 
m TG.Fta! )*) OU) 
= Tor, r DHOO) 
= S(r, f). 
再 由 (8. 2.18) 得 
Tir f 一 Sr 万， 
这 是 一 个 闻 盾 . 于 是 
F^ (ah m 
Bi C8. 2. 222 .(8. 2. 24) 知 ， 
三 常数 ,a 三 常数. 


(a "as 1)* 
(CZSK 


于 是 
N*(r) —0, 
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(8. 2. 22) 


(8. 2.23) 


(8. 2. 24) 


NG, D — NG,f) = 0. 
下 面 再 引入 两 个 辅助 函数 
P (e) 


quyn Pr 
Q= C = (pott e P. 
TA P.QI APER. 设 zu 为 了 的 单 极点 , 则 在 = = z。 附近 
fe --É- 00. REO) 
通过 计算 得 
NAME k NE k 
PiS E NS — gig — £ HO ghe 
Ez O(C(x 人 Wr TEN 
(一 ]YG T p (— 1G + 1) 
Q(z) = GR a ü (En 


— OC(z — z). 
易 知 ,zo PGO 的 8 十 1 EFA US Q'GO 的 上 一 1 重 零 点 ,不 沟 
QGO 的 零点 . 因此 
(ko DNG NS NG, 2) «Tc. 2) T O00 


Q' 
s Nc. dp Seu 
" 
Nc.) ENGED «Nc. d» 
a 'Q' [.; i p . 
TE 


kN(r,f) <Ne, + S.J). (8.2. 25) 
注意 到 了 为 整 函 雪 ,由 定理 1. 24 得 
NG, Bo « NG. d) SG. 
于 是 
NED < No, d2 ESEP, 
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Reb No Gs gi) 3R P! 的 零点 ,但 不 为 P 的 重 级 零点 的 计数 函数 . 因 


为 的 单 极点 为 了 的 十 1 ERA, HP 的 零点 仅 在 f 的 极点 处 
取得 ,因此 


DOr) TG + Nd 
x 2NG,f) + SG. f. 
再 由 (8. 2. 25) 得 


(& — 2)N(r, f) = Sir. f). 
ME RI 3, 则 有 
No.) = SG). 
HH 8. 2.18) 得 
Te J = SQ. f, 
这 是 一 个 矛盾 . FERR R2. 


zi AG Rows ic = 


oc (G kay +o, (8. 2. 26) 
网 和 有 
w(x = Q. (8. 2. 27) 


WE ez 0. B C8. 2.27) 知 ,w 为 整 函数 , 且 
No. Nodo Tow) +00) 
S irw) -r O) = Sr, f). 
再 由 (8. 2.18) 得 
Tir, fY) — SN). 
这 是 一 个 矛盾 ,于 是 w = 三 0. 
HAP P HERR, HLE 了 的 极点 处 有 3 重 零点 , 故 可 设 
“w= P, 
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其 中 DERB A 


21] + 
=ni, 
由 (8. 2. 26) 知 ,z 满足 微分 方程 
u" -- u — Q0. (8. 2. 28) 
微分 方程 (8. 2. 280. 的 通 解 为 
u = cue 十 coe (8. 2. 29) 


其 中 CC 为 常数 ,注意 到 下 的 极点 均 为 u 的 零点 , 故 €1 É 0,0, Æ 
0. 于 是 
Tru) =NI 86. 


= NGD HSE), (8. 2. 30) 
mrd SN (8. 2. 31) 
由 x 的 定义 知 
f" — f — Qf" — a)Cf" — Dat. (8. 2. 32) 
于 是 


f — a= C(f* — aM (Of - 1x23, 
$ -1 = G Da — C" — aw). 
再 由 (8. 2. 6) 得 
0 C= 


€ 


T IA (fF a 
因此 
f m 1 1 — a 
=a 4 -i—2, (8.2.33) 
u e* — ] 
ERZ m L1) = Sirf), C8. 2.31), (8.2. 33) 得 
mir ,f") 一 SCr, f). (8.2. 34) 
由 下 的 定义 知 
p= LSU DO L LDL 
Cf" — f» C" — fu ` 


注意 到 下 二 常数 , 于 是 
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EF cca oq) t 


Gp. c^ | 
其 中 c( 天 0) 为 常数 . 因此 | 
F"-—-f- Ug un, 
由 此 即 得 
natif cast P, 
f-.-u-n»Düa RE 
再 由 《8. 2. 60 得 
. pf 
E 14. C 
因此 
f-i-aerl-s. 


注意 到 w — m wuge6-—a d bx 
RN "e "NN. 1 
F =— wa — (1 ade t Cy 

1 3 2 


it et 


f" =— cu" (1 — ad?C 

fi hi (8. 2. 28) 得 
= Ly 
u= S 


1 


1 3 


Qo ed io du 
£ te t te 


c e -—1 


(8. 2. 35) 

注意 到 m(r L3) = S.f), BG. 2:34) 0.2.35) 得 

mír.u) — SG. f). 
于 是 

Tru) = míru) = St. fb, 

再 由 (8. 2. 30) 得 

NC, f) = Sr, f). 
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i XdE—aT. 
(2.2) 4Rikbk—l.BGotf 
f f Pf 5 a" 


J-atf-i F-Ff 


积分 得 
1 -af — 1) — ce* 
i 


二 + 地 一 1 二 0. 


(8. 2. 36) 


其 中 eC 去 0) 为 常数 . 设 zo 为 了 的 单 极点 ,在 z 一 zo 附近 


fiz) = 
P4 
由 (8. 2. 36) 得 
ce za — ]. 


注意 到 NN(r,f) 一 NG. f£ 二 SC(r, 放 ,于 是 


H 
Nir, fA IN ra e (a zw D 
一 NC +001)? 


=Z + 00). 
A 
i8. 2. 36) 得 
(f—a(f—1)= Se — 1). 
则 有 


2m(G.f)-— mr S —aY(f — 1) o SG.) 


ROU) o — GEO. 


(8. 2. 37) 


(8. 2. 38) 


<me. t) comG.e) 4 m,f£) 十 m, br) 


十 Scr. f 


一 mír,e) 十 mlr, f) 十 Sr, f). 


于 是 
mir J) « mirt) + SG, 


ru - 十 Sir p. 
H (8. 2. 37), (8. 2. 39) 得 
TG £O «T. + Scu. 


(8. 2. 39) 


(8. 2. 40) 


由 (8. 2.40) 知 ,f 的 级 ACA < 1. H (8.2. D 知 ,e" 的 级 4(e') x 
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AN s 1. 注意 到 a 不 为 常数 , 故 4 必 为 一 次 式 ,af 必 为 常数 ,Ale") 
= A(f)} 一 Lg = d. h (8. 2. 38) 得 
f —a = (f — a) + de™(f — 1). 


TR 
am H f—a 

8$ 1Xde(f—D fa (8. 2. 41) 
DERB H z 的 级 AGO < 1. 在 了 的 单 极点 zo 处 ,g(zo) = 0. 于 


是 


NED E Nodo = Tog) +00). (G. 2.42) 
Id 
由 (8. 2. 41) 得 
. e e È 
i= dz F +1. (8. 2.43) 
把 (8. 2. 43) 代入 (8. 2. 41) 得 
gs 2 (8. 2. 44) 
Xd A= (O + ade™y 1.8 = eod m stla + ade-*)71, 
注意 到 
1 Ps zr po 
piri ado’? = Slr) = Sír, f), 


由 《8. 2.44) 得 
2mG,g)sm.g)-c m. E 4 S6. 
= mir) + Str.f). 
于 是 
TG.g)-—mí(r,g) = SG,f). 
再 由 《8. 2.420 得 
Nir, 一 95Cr f). 
再 由 (8. 2.18) 得 
TG. P -—SG,f), 
这 是 一 个 矛盾 . 
这 就 完成 了 定理 8.10 与 8. 12 的 证 明 . 
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1986 Æ ,Frank- Weissenborn'? 证 明了 

定理 8.13 Ub / GO Do 3ERE CIV RE La b S RITU XI SO 
穷 复 数 , 如 果 z 光 为 了 与 F9 M CM 公共 值 , 则 了 三 P9. 

dE. — Hi3E REB. 9,8.10,8. 12 4l, HE E 2» 2,ab — OBS f 
即 可 .不 失 —RRTESR Era —0,b— 1.18 E f? E fF. B xETES.13 


的 条 件 知 
ES —1) 


( — D? =e, (8. 2.45) 

其 中 为 整 通 数 ,与 定理 8.12 的 证 明 类 似 , 容 易 证 明 
Te = OCIC f£). (r & Ey. (8. 2.46) 
Aeria Nie P4 Sirf). (8. 2. A7) 
p= f (8. 2. 48) 

HoP e 为 整 函 数 .由 (8. 2. 452, (8. 2. 48) 得 
Gnd... gx 2l 

f E C id z” (8. 2. 49) 


Ej C8. 2. 48) 得 


再 由 (8. 2. 49) 得 
mir,f *) mi.) +S, f) 
mS. 
TÉ 
(k 十 - DN G,A) < TGr,f*y = mir,f?) 十 N(r,f^ 
—(cTDNGO- SG). (8.2.50) 
4 
N O = Nor y c Nb NO ty 
fv, T 7 一 1 
1 
= Ner, yo) — N(r, Ag E Nea 3) 


(8. 2.51) 
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再 引入 辅助 函数 
p-- Dyno — 1))*! 
(fo 一 rig kd 


G-E tatn: S. 
与 定理 8.12 的 证 明 类 似 , 容 易 验 证 ,F 没有 零点 , 且 


Ner, FPS N'T + SC, NN. (8. 2.52) 
设 zo 为 了 的 单 极点 ,有 了 lzo) Æ 0,95. 易 知 各 是 满足 
T(r,G) = N(r,F) t SC, f. (8. 2. 53) 


的 亚 纯 函 数 , 且 G(zo) 一 0. 下面 区 分 两 种 情况 . 
(1) S ACE IUE 
NG.f)s NG PES ;TG,.G) T OCD 


LNE + Se, f). (8. 2.54) 
H (8. 2. 49) 得 
— fik) 
g-1= i y , 
故 


NGA Lp-NGa t NGA). 


再 由 (8. 2.51) 各 
N*CO -- Nt, 


S 1 


«Tco,1 +00) 
rizi I 
x Nír, f ) mür, f ) 二 00) 
=Ł NG, Jf) + Stir,f). 
青 由 (8, 2. 54) 得 
NGA EXG-DNGA) SC). 《8.2.55) 
于 是 有 
Nrs < A DNE ESEN). 
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fidi (8. 2. m 得 
mt 17 T T ir. fm icc Nesz D +01) 
= 2d T ODNG,f)-—((-— DG. 
HSS) = 2NG, f) d SG. f). (8. 2. 56) 


mir.) Hm pil D Lm orn) MTS. 
ep n 099) 一 NG, garo) HSE, P). 


(a E 2. 55, 但 


mie) KTSS -NERE — INGUO 364. 
(8. 2. 57) 
BO. 2. 500 得 
TG, "Us TG.) NGuOdSGUO 
< (kr NG,N +S). (8. 2. 58) 
由 定理 1. 26' 得 
NC, yar nk DNC, f) +S, f), (8.2.59) 


其 中 e 为 杆 意 预先 给 定 的 正 数 . 结合 ae. a257), (8.2.58), 
(8.2.59) 得 
mir, Fn) « Ñ r, D + Sr, 7). (8. 2. 60) 
因此 mE 

mepi amra Su) 

«ENG,.f) + Str. D. (8. 2. 61) 

H (8.2.55),(8.2. 61) 得 

TG, x G—1-9NG, f) SG. (8.2.62) 
注意 到 

TG, dr +00) 


=N r, ms +00) 


75 
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— TG. f”) — meg) +00), 
再 由 (8. 2. 50), (8. 2. 60) 得 
TG.) ZG DNG,O —eNG,P) + SG.) 
= k+l oN Nt SG. (8. 2. 63) 
由 (8. 2. 62), (8. 2. 63) 得 
NG.f)-SG.f, 


这 是 一 个 矛盾 . 
(2) 假设 G = 0. WE 
F- (ay! = 常数 . 
与 定理 8.12 的 证 明 类 似 , 也 可 得 到 
F .+ (a )* = E 
TÉ 
五 三 常数 ,a 三 常数 . 
N’'(r}= 0, 


ND Nr, D = 0. 
再 引入 两 个 辅助 函数 


" fm 
E= pge 


WER & 2- 2, 与 定理 8. 12 的 证 明 类 似 ,也 可 得 到 矛盾 . 

1992 EKRE - 王 书 培 " 推广 了 定理 8.4, 证 明了 下 述 

定理 8.14 设 f(z) AIRRA RE, E Z9 2,207 0) 为 有 
穷 复数 . 如果 0 为 了 与 1 的 Picard 例 外 值 ,a 为 与 f* 的 IM 公 
HMA = e^ ^, Kp ALB 为 常数 ,上 且 满足 4 二 1. 于 是 f 寺 
P 

WE. 因 0 为 /与 1 的 Picard 例 外 值 ,由 引 理 8.1 得 f(z) = 
e^? d fle) = (Ar + B)” jip ACE 0),B 为 常数 . 

如 果 f(z) [= ent, hEN S8. 4 BAIRI” ,这 就 是 
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定理 8. 14 的 结论 . 
如 果 zy) = (4z 十 五) 一 ,显然 
f(z)-—a-(Az-FB)"(l—aCAz + BY) 
恰 有 > 个 零点 , 且 均 为 单 零 点 ， 
fP (z) —a = (— Ynn 十 1) (n k—DCGsz-B)7*—a 
恰 有 nn 十 个 零点 , 且 均 为 单 零 点 ,这 与 4 为 了 与 1** 的 IM 公共 什 
T. 


设 f(z) 一 LA Ep AGEO) 为 常数 . 容易 验证 ,0 为 了 与 


f' ff] Picard f| FÉ .A NS 5j P Bé IM 公共 和 值 ,但 / 关 六 .这 表明 
定理 8. 14 ri JF o 2 JE DE. 这 个 例子 也 表明 定理 8. 10 中 
条 件 “f 与 fr 具有 二 个 有 穷 CM 公共 值 ”是 必要 的 . 

Frank? 提出 下 述 问 题 : 

把 定理 8. 13 中 条 件 必 为 了 与 1 的 CM 公共 值 ? 换 为 “2 为 了 
F SO 的 IM ARE BEDA S =S. 

答案 是 否定 的 ,最 近 李 平 给 出 一 个 例子 证 明了 这 一 点 . 李 平 的 
WTE: Ra 为 任意 有 穷 复数 ,a, =a 十 V2 i. Y w H Riccati fi 
分 方程 


w = (w — alw — aj) (8. 2. 64) 
的 非常 数 解 ,并 设 
f = (w -- a0 — 25) 一 L 
容易 验证 
f= 6w f, (8. 2. 65) 
FPrisg-ly (8. 2. 66) 


由 (8. 2. 64) 知 ,0 为 w' 的 Picard 例外 值 , 再 由 (8.2. 65) A0 8 F 
与 产 的 CM 公共 值 . 由 (8. 2. 66) 知 , — 18 £5 PI TM 公共 值 ， 
BESEF. 

8. 2.3 ”函数 与 其 导数 具有 三 个 IM 公共 值 


Mues-Steinmetz^? ,Gundersen'? 证 明了 下 述 
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定理 8.15 设 了 为 非常 数 亚 纯 纹 数 ,ciyazyas 为 三 个 判别 的 
有 穷 复 数 , 如 果 asana 为 与 六 的 IM 公共 值 ， Wi fzf. 
证 . ltd 则 有 


N Gy RD )z TGo,f — P) +01) 


= Nir, fO + mG,fü1— D) +o) 


NGA NG 十 mr 十 sr 三 
—To,f) 4-NG,.,Ó 4 SCr, A. (8. 2.67) 
我 们 还 有 
nt 一 mcg «SG. (8. 2. 68) 
首先 假设 Aaaa Æ 0. A aj — 1,2, 209 f. 5 P IG IM 公共 
fü, f —a,g—12, ip AE 于 是 ,出 (8. 2. 67) 得 
Yrer a) SNCF Lm 


xTG,f) 十 N(r,f) 十 Sir, f). 
(8. 2. 69) 


(8. 2.68), (8. 2. 69) 两 式 相 加 ,得 
3T G, D s TG. 十 入 Cr 六 十 mx) +S, f). 
于 是 
2T (rf ETO I) + Ner, + Sef) (8.2.70) 
WME aaa, — 0, 不 失 - de ,不 妨 设 ü; = 0,9 £ — al =l, 
2) 的 零点 均 为 单 零点 d dai o 于 是 


3 
INe I o-X jNG y DENEAN GR 


N (rig o 十 Np). 
再 由 (8， 2.67) 得 
Dveh « TG,D + NG, A) NGA + SG. P). 


(8. 2. 71) 
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由 (8. 2. 68) , (8. 2. 7) 得 
Tr, ND ATON -NGD HTO, F) + SG,N). 
于 是 我 们 也 有 
2TG.f)oxTG.P)-NGOo-SG.D. (8.2.72) 
5 —J3 8 2.52, 00 为 了 与 广 的 IM 公共 值 . 由 定理 4.4 得 
Tr fF) = TO D+H SEP). (8. 2. 73) 
由 (8. 2. 70), (8. 2. 722, (8. 2.73) 得 
TOAD NG. + Sr, f). 
于 是 
TG. f£) =N GCD + Ni, + mor, f) 
> 2N(r, 有 ) 
>T, ND HSO f). (8. 2. 74) 
由 (8. 2. 732, (8. 2. 745 得 
TGir,.f)-SG,f). 
这 是 一 全 矛盾 . qf. 


8.2.4 函数 与 其 上 阶 导数 具有 三 个 IM 公共 值 


1992 年 ,Frank-Schwickc 推广 了 定理 8.15, 证 明了 下 述 
定理 8.16 设 / 了 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aityasyas 为 三 个 判别 的 
有 穷 复 数 , 如 果 ait 一 1,2,3) 为 了 与 £F? 的 IM 公共 值 , 则 上 上 三 
f. ; 
证 . HER S. 15 IRE EZ 2. BR 9E FL ERI asa 
a,,0o 为 了 与 P? 的 IM 公共 值 , 由 定理 2. 16 50, f£ ORB REI PE jS 
数 , 再 由 定理 4.4 得 
TOS =T, D M SG, (8. 2. 75) 


3 
ZG) DN erio No) 50.0. 


j=1 — 8j 


(8. 2. 76) 
于 是 
kRNG,D c NG,D STE, JO =T, + SG.) 
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3 
一 DNet D +N, N- 
j-1 


TG, + SC,N) 


< NGr, For—7) + NG,f)—TG,f HSD 


STi, fË -DANO D -TG SG. 


«GE DNG. + SG. 
由 此 可 得 
NGA ND SNG SG, (8. 2.77) 


TG, f?) «TG. HSD = HONG AHS) 


(B. 2.78) 
IE EE [2:2 
H - Pr ioi ur f» 
I GF — 2a) Cr 一 aj) 


由 引 理 4. 3 得 


mir, H) = Str, f). 


由 a;l} mm 1,2,3) 为 f Ej f 85 IM AREA, H 为 整 函数 . 于 是 
T(r,H) = mir. H} = Sr, f). 


(8. 2. 19) 
设 
Nelr gor) = NG umi n T 2 
= Ped 一 ) 一 PN wi — 
注意 到 
Nr, $) = NGA) 一 3 ore pL c NG T 2» 
+N zamn) — DN EL NG pr z? 
H ROG. — 


N, em ZN Gr po —7 —P 
再 由 (8. 2. 79) 得 
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uod. X 1 、_ x 1 
NCr, 方 ) 一 D Ney D Ney) SG, 


(8. 2. 80) 
1 1 
NG qii) = Da Gyr ria NG «ya — "m 
T SG. (8. 2. 81) 
Nalr, por — —p-56. (8. 2. 82) 
下 面 引 进 第 二 个 辅助 函数 
G 2 SHP EY zs N 
e a 
[ee — a;) 
j=l 
显然 G A SEES. 由 (8. 2. 812. (8. 2.82) 得 
KG.) — Ni. f) SG. . (8.2.83) 
再 设 
2€ 
z= G* 
显然 有 
mir,g) m SG ,f). (8. 2. 84) 
Bz = z 为 了 的 单 极点 ,并 设 
fG) -二 H Aa H Alz 一 zo) 十 ……， (R x5 0). 
通过 计算 得 
EM kt Mc à 
G(z) = £ 一 WA iu 一 zolxfl 一 eue 一 z) 
c OOCG ze 2 (8. 2. 85) 
TM È (~ 1) "T i 
go) —.———u0-—j)jy*- 9 t 0G — uy. 
(8. 2. 86) 
BR 
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g tls. «RO, 
re 


gigi 当天 一 2 时 . 
由 (8. 2. 86) 得 
Ac ) zonis ca LEP—EEUM 
id DR — xS 当天 一 2 时 . 
下 面 区 分 两 种 情况 . 


CD 假设 产科 0. 由 (8. 2. 840 得 
m(r,h) = Si, f). 
注意 到 子 的 单 极点 为 闫 的 零点 , 故 有 
N(r,h) = Sir, f). 
因此 
T(r,h) =S, f). 
于 是 
Nt ENEE 800 
= TG, + Sirf) 
—SG,.f). 
再 由 (8. 2. 78) 得 
TON =S, f), 


这 是 一 个 矛盾 . 
{2) Bit Azo. 
HIE RI 3 的 情况 . 则 有 
" H Dee 
g 十 FE =Q. 
解 此 微分 方程 得 
glz) mz z * y E 
其 中 a 为 积分 常数 . 于 是 
G&G 天 
G ra 
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Bra 
GG) = c(z — a», 
Er cCE 0) 为 积分 常数 .再 由 (8.2. 80 得 
Nir, N =S, f). 
再 由 (8. 2. 78) 即 可 得 出 矛盾 . 
FERE k = 2 的 情况 ,此 时 g 必 为 微分 方程 
gc le 十 3 一 0 


的 解 , 作 变换 = 2 . N 


ws Šu =i (8. 2. 87) 
E 
G = eè, (8. 2. 88) 


HH cGE 0) 为 常数 , 解 微分 方程 (8. 2. 87) 得 


A. 
uoc c6 十 ce, 


HP à = VE! == --- num 为 栈 分 常数 . 由 (8. 2. 835, 
(8. 2. 88) All, c, Æ 0,c Æ 0. 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 
u = et (eH oq), (8. 2. 89) 
Hace 0) 为 常数 . 设 z, 为 了 的 单 极 点 , 则 a(zo) = 0. 于 是 
Lu! (2520? 一 一 6d. 
再 由 (8. 2. 850,8. 2. 88> 得 


(af Cz) = — 285 


2R 
于 是 


与 Zy AX. 显然 有 
Hi) = E — 48ed. (8. 2. 90) 


如 果 H Æ ASc'd* ,由 (8.2. 79),(8. 2. 90) 得 
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Nr, f) <Ne ga) 
T(r,H) +00) 
= S(r, f). 

再 由 (8. 2. 78) 即 可 得 到 了 矛盾 ,于 是 
H = a48cd'. 

由 此 即 得 


1 
Nego = Mee ) 一 Nc. 4 zs 


Nolr, my d 


" V 1 x i 
NG a) - » (Nr rma) NO 


NGN = No. es Nc. l) = OC). 
再 由 (8. 2. 78) 可 得 


Tor, J) = Ol). (8. 2. 91) 
设 z 为 了 的 单 极点 ,在 z — zo 附近 
f(z) 一 E tata) 


Hp H = 48a’ 4$ R — er 4 一 iue 十 a; 十 a) 均 与 zo 无关 . 
定义 函数 

Viz) = eh* — d. 
Hi (8.2. 89) f8 V (z) = 0. BRA V n) 一 20d. 于 是 上 有 如 下 表 
EA 


fG) = yos Ga ta) +e t ale) Ve), 
(8. 2. 92) 
2 
HP ci Aue = gn 为 整 函数 . 由 (8. 2. 78) ,(8. 2.91) 得 
mr ,f") = Oogr) (8. 2. 93) 


显然 有 
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mid = 00). (8. 2. 94; 
注意 到 
V! = 24e? = 24V + 2Àd, 

& 8. 2. 92) 得 

f=- TY 一 人 -$a 4 CV y”. 
再 由 (8. 2. 93), (8. 2. 94) 得 

mir, (aV )") 一 O 〇 flogr). 

注意 到 aV 为 整 函数 , 故 aV 必 为 多 项 式 . 设 aV =P, FPH 
式 . 则 
È. (8. 2. 95 
由 (8. 2.950 A PE HUM P = 0 Ia TREAN. FE e= O0, 


gis 


f = yi; + d H a ta) H cn 
由 此 即 得 
mlr,f) = O01). 
再 由 (8. 2. 78) 得 
TEP = SG, 
这 又 得 到 了 矛盾 . 


这 就 证 明了 定理 8.16. 
8.2.5 函数 与 其 微分 多 项 式 具有 公共 值 问题 


设 了 为 非常 数 亚 纯 一 数 , 定 义 卫 ( 门 ) 为 
LU = f" a f^? dr adf, 
KEPLERA a GG = 0,1,*… ,一 1) 为 多 项 式 , 由 定理 8. 13 ,我们 
自然 可 以 提出 焉 述 问题 :问题 1. 设 a,5 为 两 个 判别 的 有 穷 复 数 . 
mab KSIL H CMAR REUT SESELAN 
XEXR 8.16, € (L1 EI ZT ARH FENM : HE 2. Ur abc — 
别 的 有 穷 复数 .如 果 a,5,c H9 f£ 58 LOO B3 IM 公共 值 ,是 否 可 以 得 
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dB fL)? 

1993 4E, P. Riissman' 在 其 博士 学 位 论文 中 解决 了 问题 1, 证 
明了 除了 六 种 例外 情况 ， 均 有 上 三 工 ( 门 .1992 年 ， 
Mues-Reinders^" 部 分 地 解决 了 问题 2, 证 明了 下 人 述 

定理 8.17 设 f 为 非常 数 亚 纯 函数 ， 

= a f? + of 十 … 十 co 
Serie SO CAES EL a, 关 0, 再 设 a,b,c 
为 三 个 判别 的 有 穷 复 数 . 如 果 a,5,c 为 与 的 IM 公共 值 , 则 了 三 
L. 
定理 8. 18 设 为 非常 数 亚 纯 函 数 ， 
L = af Fa, f^? pa, FU M e HH aS 

HP kE 3a G = 0, lsk — 3k) 为 常数 ,日 a 关 0. 再 设 4,6， 
c 为 三 个 判别 的 有 穷 复 数 . 如 果 a,5,c 为 了 与 工 的 IM Z3tf& NS 
=L, 

定理 8.17 的 证 明 比 较 长 ,这 里 不 再 介绍 ， 可 参看 
Mues-Reinders?, 直面 证 明定 理 8. 18. 

BESEL AA abc 为 了 与 工 的 IM 公共 值 ,由 定理 
2. 16 知 , 了 为 超越 亚 纯 函数 ,再 由 定理 4.4 得 

TOD ST, D 4 SG, 

2T(r,f) = No. D treh 5) + NOr, Fi 2 


+G, D HHSC, S). 


于 是 
N(r.f) HRNCA) & TG,L) 一 d Te) 


=No, + Ne, hH p + Ne D 
PI Tr, N 4 SG. 
SNG yE ED + NN) ~ TG,f)-- SG. f) 


x.To,L-— Pb-cTNG.D-—TG.,D-48SG,f 
som, -- NG HENG, DANG, D 


— Tér. D 4 Sir, 
= (kd DONT, ND AHS A). 
由 此 可 得 
N,N =N, D HSP), (8. 2. 96) 
Te, — Tir, f) + Sorf) . 
= HDNET T SQ) (8. 2. 97) 
注意 到 了 (六 = 二 mlr,f) 十 NGCr 门 ,由 (8.2.96),(8.2.97) 得 
mir, f) =EN, D HSE, f) (8. 2. 98) 
下 面 引 入 辅助 函数 
As L'Cf — L) 
(L — aL —60L—cY l 
显然 4 为 整 旺 数 , 且 f 的 单 极 点 为 4 Hk EFA TE 


了 
MS 


LEE 
Taur TOU og t9 
< mir, j) + Sr, f), 


及 
KNG Jf) Ni, Ll) ET,A) + OC 
K mir, f) + Sir, f). 
再 由 (8.2. 98) 得 


TrA) = kN HSE). (8. 2. 99) 
设 z 为 了 的 单 极 点 ,在 z 二 zo 附近 
Tæ = È +odD，CR 关 0， 
则 
akl YR ak — 3591(— IR 
Liz) = G z CE ny 站 ,os 
再 设 
A’ 
P= 
通过 计算 得 
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E OG — 2)». (8.2. 100) 


Hz) 一 二 二 
显然 有 

mir.) = Sir, f) B (8.2.1012) - 

NGD = No, D = Ni) SCr,f). (8.2102) 
再 引入 辅助 函数 

H — kd + g. 
则 有 五 (zo) = 0. WMR H Æ 0,900 C8. 2.1015 得 
m(r,H) = S(r.f). 


显然 也 有 

NG,H) = Str. f). 
因此 

Tlr,H)= SCr,f). 
于 是 


No) «No. d» 
« TG,H)-- Sir, f) 
= Sir, f), 
再 由 (8. 2. 97) 得 
TG. -8SG,, 
这 是 一 个 矛盾 .于 是 五 三 0. 因 此 9? 满足 微分 方程 
kg —— g. 
由 此 即 得 p HARRA. 注意 到 f ARREAK. 出 (8. 2. 102) 
得 
Ner, P = SG... 
再 由 (8.2.9750 得 
TG, f)-5S,. f), 
这 也 是 一 个 矛盾 .于 是 ÉL. 
Tiur.Frank-Hua'? 改进 了 定理 8.17 和 8. 18, 证 明了 下 述 
定理 8.19 把 定理 8.17 中 的 限制 志 50 去掉, 定理 8. 17 的 
结论 仍 成 立 , 
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与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Mues-Steinmetz"^?, 
Gundersen??, — (& A R - dà 3 gU. — d5 X 清 ”， 
Jank-Mues-Volkmann?! , Frank-Ohlenroth"?? , 
Frank-Weissenborn'? , Xp $8 4p - XE BIRO, bz bk Frank", 


Frank-Schwick* , Mues-Reinders'? ,Rüssmann'? , Frank-Hua'". 
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第 九 章 ”两 函数 的 导数 具有 公共 值 问题 


把 两 函数 具有 公共 值 与 两 函数 的 导数 具有 公共 值 混合 起 来 
考 虑 是 亚 纯 函 数 唯 一 性 理论 研究 的 一 个 重要 课题 ,本 章 主要 介绍 
与 这 一 课题 有 关 的 研究 上 成果, 包括 解决 这 一 课题 中 的 两 个 著名 问 
题 . 我 们 将 在 8 9.1 节 中 介绍 Köhler 和 Tohge 与 解决 Hinkkanen 
问题 有 关 的 研究 成 果 , 在 8$9.2 节 中 介绍 有 . Shibazaki 和 笔者 与 解 
决 杨 重 骏 问 题 有 关 的 研究 成 果 . 


$91 导数 具有 公共 零点 


9.1.1 具有 公共 零点 的 整 函 数 


1976 年 HERS 证 明了 下 述 
EHSL: R/O Sgr 为 非常 数 整 函数 , 且 满 足下 述 三 条 


(A» OO f 5S g P CM 公共 值 , 且 所 有 零点 均 为 单 零 点 . 

(B) 0S f 5s 的 CM 公共 和 值 . 

(C) maxíw(D,»(g»: 二 vy 之 1, 其 中 v( 让 与 vg) 分 别 为 子 
与 g 的 超 极 . 
则 了 与 g 必 满 足下 述 三 关系 之 --: 

O f(z) 二 cg(z), 其 中 cl 关 0) 为 常数 . 

(i) f(z) = et, giz) = em Erh hC) 为 非常 数 整 函 
数 ,其 级 AUD 二 1,2 GE 0, ,5 AI. 

Gi) f(z) 一 ae — 1),g(z) = b(e7"? — 1), 其 中 jx(z) 
为 非常 数 整 孙 数 ,其 级 4Cp) 1,2 0) 6 0) 为 常数 . 
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WE. ”由 定理 9.1 的 条 件 知 
f) 00 PG) 
gc) ^ Ca 5 7 SEE 


其 中 a(z) GO 为 整 函数 ,其 级 Me) 1, ACD c 1. 我 们 区 分 三 种 
情况 . 
(1) 假设 eim - Fo) == I; 由 (9. 1. » 18 


FEM qoe) 

f(x) gz)' 
积分 得 

f(x) = cg(z), 


Er cce 0) 为 常数 . 这 就 得 到 0G). 
WMR e= 4d, 其 中 al 去 0) 为 常数 ,由 (9.1.1) 得 er 二 4d, 于 
是 ee 二 1. 这 也 是 第 (1) 种 情况 .下面 假设 e? 不 为 常数 . 
(20 假设 e?" 二 a, 其 中 为 常数 ,日 4 关 0,1. 由 (C9.1.1) 
得 
-af (9.1.2) 
IU FEAR LEE zo OPER EE VF 5g 866 CM AHA. 
HO 1.22 得 4 = 一 1, 这 是 一 个 矛盾 .于 是 了 与 没有 零点 , 故 可 设 
f(z) IP gl) = e"®, (9.1. 3) 
其 中 衣 (z) ,au(z) 均 为 非常 数 整 函数 , 且 其 级 4C4) «1, AGO « 1. dE 
(9. 1. 32 代入 (9.1.2) 得 
u' = ah'. 
因此 
u—ah-rb, 
其 中 心 为 常数 , 则 由 (9. 1.3» 即 得 上 ii). 
(3) 假设 es 各 :不 为 常数 , (9.1.10 得 
g' (zx) (ef?! — eg» — a (22g(z)De^?. (9. 1. 4) 


注意 到 g(x) 仅 有 单 零点 ,由 (9. 1. 4) A 505 一 AGO INE 


数 . 于 是 


o (2) = g'(z) * A(x). (9.1. 5) 
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再 由 《9. 1.4) 得 


giz) + hlz) = ef — 1, 49,16) 
微分 得 
gg "hgh = (B — ash, 
再 由 《9. 1.5) 得 
gx) eh C) = (P z) — a (z))ef?-*? — e (z), 
(9. 1. 7) 
TR À'(z) 2 0, C9. 1. 7) 得 
Da Z) —. 
Caa “二 页 5 — d(z) (9. 1.8) 
注意 到 ef 0 不 为 常数 , 故 (9. 1. 80. 两 端 函 数 的 级 
ACe*7*) zm 1， 
al 
AC — y? <l, 
这 是 一 个 巴 逢 . 因此 h'e) 天 0. 由 (9.1.7) 得 
g= (8 bg m Bux a 
再 由 (9. 1.45 得 
r em -a — 
gc = EIE 3 zi (9.1.9) 


注意 到 (9. 1. 9) E E R, REE e — 1 — 0 ma! 一 
ORA B' — 2a! = 0. 下 面 证 明 &' 一 2a' = 0. d E O 2o x50, 
注意 到 e^ 不 为 常数 , 故 e 入 " 一 1 FARREN 1, 它 大 于 
与 8' 一 2a 二 者 的 级 .于 是 (9,1. 9) 右 端 不 能 为 整 函数 ,这 是 一 个 
了 矛盾 .于 是 Bf 一 2a' 三 0. 由 此 即 得 

B) 一 2a(z) 十 过， 
其 中 4 为 常数 .再 由 (9.1.1) 得 


f'(z) —.e. g'(z) 
fF) gey 


积分 得 


二 
dit Fz) =e , (9. 1. 10? 
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Eh d, AE nim d, [= 0, 89.1.10) 得 


fiz) iid 
gi t 
因此 e* 为 常数 . BREED e^ m 1, 这 与 假设 矛盾 . TE d 关 0. 再 
由 (9. 1. 10? 得 
CCz)gCz) — dof(z) + gíz)z0, (9. 1. 11) 
其 中 d, = €e £ 0. FË 
cd, f (2) +1) (go) -25 =- F. (9. 1.12) 
由 (9. 1.122 得 
dif(z) + 1 =e”, (9.1.13) 


其 中 yx(z) IEDR, ERAGO <1. FE 
f) = ale — 1), 
EH a= i + 0, Bi CO. 1.122, (9.1. 13) 得 
giz) = b(e^—1), 
其 中 心 一 一 T - 0. 这 就 得 到 (Ci). 

设 f(z) = expe',g(z) = e”, 容易 验证 ,与 g 满 足 定 理 9.1 的 
条 件 {A),(B), 但 不 满足 (C), 并 且 f 与 g 不 满足 关系 式 G),(ii)， 
Gii), KREE 9.1 B (ECCO 是 必要 的 . 

由 定理 9.1 的 证 明 容 易 看 到 ,如 果 人 允许 f 与 g 有 重 级 零点 ,但 
假设 f 与 g 的 重 级 零点 的 收 钱 指数 之 1 一 +, 则 定理 9.1 的 结论 仍 
成 立 . 

设 f(z) 5 gGOo 为 没有 重 级 零点 的 整 函数 ,1976 年 ,H. 
Urabe 给 出 了 使 了 f(z) 与 g{z) 满足 


fo = eo E I G2 
g(z) 'g' x) 


(其 中 o, 8,8 为 级 — 1 的 非常 数 整 函数 ) 的 充 要 条 件 ,推广 了 定理 
9. 1, 其 结果 与 证 明 可 参看 Urabe, 
1981 Æ Gundersen 证 明了 下 述 
定理 9.2 设 f 与 g 为 非常 数 整 函 数 ,0 为 1 与 g 的 CM 公共 
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mE Elzy”, 


E EAS 5j g' 的 CM 公共 值 , 则 了 与 g 必 满 足下 述 三 关系 之 一 ， 
G) f) 二 cg), HP ce o 为 常数 . 
QD f(z) = eP, g) = et, Hh AGO 为 非常 数 整 村 
数 ,a( 天 0,1) ,6 为 常数 . 


Cii 
F(z) = exp [f rma], 


TÉ 


glz) 一 exp| | ; a jaz |， 


其 中 aGOGÉ 00 9G) GZ 常数) Dates 6r. 


证 . ”由 定理 9.2 的 条 件 知 
fo» = QS f a) Re, 


gi | giu ^" 


其 中 al) 与 8G WERK. 我 们 区 分 三 种 情 沉 . 
(1) RiR 270789 zi. 与 定理 9. 1 的 证 明 类 似 ,我 们 也 可 得 到 
fi) = eg(z), 
其 中 cC 0) 为 常数 . 这 就 得 到 (i). 
与 定理 9.1 的 证 明 类 似 , 也 可 证 明 , 由 e* 三 常数 ,可 得 e*- 三 


(9. 1. 14) 


1. 
(2) 假设 e ^ =a Apa AAR Ha, 与 定理 9.1 的 证 
明 类 似 , 也 可 得 到 
fG) nd m enmt, 
HE AGO HIAR a (GE 0,0 为 常数 ， — 
(3) 假设 e 7 RREA. 此 时 e 不 为 常数 ,由 (9. 1. 14) 得 


+ 


u 


g e"— 1l’ 
HEP u = d, w = p — a. 由 此 即 得 Ci). 
应 用 定理 9. 2,Gundersen™ 证 明了 下 述 
XXB9.3 设 / 了 与 8 为 非常 数 整 函 数 ,其 级 有 穷 , 再 设 0 为 了 
与 g 的 CM 公共 值 ,也 为 5 a 的 CM 公共 值 , 则 £53 e 必 满 足 
下 述 四 关系 之 一 : 


* A94 = 


G) f(z) = cgGO ri e 0) 为 常数 . 
GD Sæ) — ef? gi) = ePi POGO 为 非常 数 多 项 
式 ,a( 关 0.1),6 为 常数 . 
Gi) S = aleh g) b — ey eR PG) 
HERR EMR aE EOM Aa DEIN AERE. 
= 


ECz) 一 [S Qri)- mm J, 

其 中 必 为 正 整 数 ,P(z) A dESCNE E HX (029. APR EE Can D> 
0) ,使 得 当 EBA, Dak" Jod BUE 

定理 9.4 设 f 与 g 为 非常 数 整 函 数 ,0 为 与 g 的 CM 公共 
值 ; 也 为 产 与 a' 的 CM 公共 值 , 刘 f 与 g 必 满足 下 述 四 关系 之 一 : 

G) f(z) = cg(z), 其 中 c( 关 0) 为 常数 . 

GD fle) = alet 1)",g(z) —b(1— e ^?» , rh 
为 非常 数 整 函 数 ,a( 尖 OO b GE 0) 为 常数 ,n 为 正 整数 . 

Gdid 了 与 8 的 零点 的 重 级 是 有 界 的 , 目 当 + -> oo 时 ， 

Nop) = NG) = OdogfG A) + logT (sg, 


{tr & E), 
Nis A) = = N(r, D 一 = OClogT (r, P) + logT'Gr.g')5, 
(r & E). 
GO 了 与 8 的 零点 的 重 级 是 无 界 的 , 且 
Ev: 1 EY] 1 
Cr 二) Nor, 7) 
lim Fi I = Q, lim 有 生生 0. 


"zTG. TG, g) Rr SOAT) 
定理 9.3,9. 4 的 证 明 可 参看 rp 


9.1.2 Hinkkanen 的 一 个 问题 


设 与 g 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 并 且 满 足下 述 四 关系 之 一 : 
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(A) f=cg, EP co 为 常数 . 
(B f()-—e"',gG)—e*, H Palo), b.,cCE Od 
常数 ， 


(€) f-— [Tes 一 二 5' 其 中 a( 才 0),5( 去 0) 为 党 
数 ,“ 为 非常 数 整 函数 . 

(D) f(z) 一 al 一 pe glz) = dle — h), KP a,b,c,d 
EERW. 


AL, EER A H ou ERE EA k0, c0 E) P 与 
g^? Bj CM 公共 值 . 

1984 4E, A. Hinkkanen 提出 下 述 问 题 ( 参 看 Barth, Brennan, 
Haymarn^ ). 

EBF- ' 个 正 整数 =, 使 得 若 对 大 一 0.1, n. 00 co 均 为 
fU B e| 的 CM ZEB ASS e 必 满 足 上 述 四 关系 (A),(B)， 
(C) Di zm? 

1989 年 ,L. Köhler” 证 明了 ,上 述 问 题 的 答案 对 有 穷 级 亚 纯 
函数 是 肯定 的 ,有 生 可 取 %* 二 2. 事实 上 ,L. Kohler" 证 明了 下 述 

定理 9.5 设 f 与 g 为 有 穷 级 亚 纯 函数 ,0,oo 为 其 CM 公共 
E. 并 且 0 为 了 7 与 g' 的 CM 公共 值 .如果 存在 一 个 正 整 数 上 沁 1， 
fig 0 7h £P" 5; jg" 的 CM 公共 值 , 则 了 与 g 必 满 足 上 述 四 关系 
(A). CBE), (C), CD) 之 一 , 且 在 关系 (C) 中 ,a 为 非常 数 多 项 式 ， 

设 

fz) = w* — 1)exp(— ie), 
gc) = (1 — ee *)exp(ie 7). 

容易 验证 ,0,50 H SÀ 与 了 ”的 CM 公共 值 ,其 中 一 0,1,2, 但 下 
与 不 满足 上 述 四 关系 (A),(B),(C),(D) 之 一 . 这 表明 定理 9.5 
对 无 穷 级 亚 纯 获 数 不 再 成 立 . 

1990 年,K. Tohge'? 就 Hinkkanen 的 上 述 问 题 ,在 x= 二 2 及 了 
与 8 的 超级 均 小 于 2 的 情况 下 ,得 到 了 一 完整 的 结果 . 由 此 结果 可 
得 下 述 
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X38 9.6 设 f 与 g XdEROEPEIRTEC RUSEIUSI/ TE 2. 如 果 
0,oo JJ f 5 gH CM 公共 值 , 并 且 0 为 产 £j g'? 的 CM 公共 值 ， 
其 中 天 一 1,2,3, 则 与 8g 必 满 足下 述 五 关系 之 一 ， 

CA), (B), CO), CD) 和 

(E? f(z) = Aexp(e"^'D,g(z) = Bexp(e- *?5,3£rh A,B, 
ab HARHA B'a#o. 

由 定理 9.6 易 知 ,Rinkkanen 的 上 述 问题 的 答案 对 超级 小 于 2 
的 亚 纯 函数 是 肯 征 的 , 且 可 形 半 一 4- 

1989 t£. ,L. Köhler 解决 了 Hinkkanen 的 上 述 问题 . 事实 上 ， 
i, Köhler y jT 

定理 9.? 设 / 与 8 HERRERO, 为 其 CM 公共 
É. MRX — 1,2:3.4,5,6,0 9 P" 5g” 的 CM 公共 值 , 则 了 与 
. SM BE EXEIIIXEAR CAS ,CPD,CO (DO 之 ~. 

由 定理 9. 7 易 知 ,Hinkkanen H Eye fa Brat 3e J& og RTL BH 
HÍHX n = 6. 定理 9. 5,9. 6.9. 7 YES E] SA Kohler? , Tohge?", 


9.1.3. 具有 三 个 公共 值 的 亚 纯 函数 


1988 年 ,K. Tohge 证 明了 下 述 

定理 9.8 设 了 与 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1 为 其 IM 公共 值 ， 
cc 为 其 CM 公共 值 . 再 设 0 为 己 与 g 的 CM 公 共 值 , 风 了 与 人 必 
满足 下 述 七 关系 之 …; 

ci) T= g, 

Go fg 

Gi xq = Dg= D =1, 

(iv} f+tg=l, 

(v) 了 = 三 cg， 

(i) 了 -1=c(e--1)， 

Cvi) [fc 一 1 十 TI 一 1 一 c 二 一 c， 
其 中 * 为 常数 , 且 c 冯 0,1. 

为 了 证 明定 理 9. 8, 先 证 一 个 引 理 . 
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引 理 9.1 设 了 与 g 为 超越 亚 纯 函 数 ,0,1,ce 头 其 CM 公共 
(E. FH. £x g. 

G) MEOH 2-34(09,/0 2 3 ;)- "ge l3EH 078 
f Sg 的 CM 公共 值 . 

GD 如 果 351.0 3569 D 2 NSD — D 
z13FH0f 5a 的 CM 公共 值 . 

Gi) mR eO ND +e a ND 0 — 2 Uum, 并 且 0 为 
P 5 g 的 CM Zi E. 

WE. (GG) 上 出 定理 5.7 的 系 即 得 .gg 二 1. 此 时 =e*,g 一 
。e“, 由 此 即 得 0 为 了 与 8g' 的 CM 公共 值 

GD SH F-—1-—/f.G—1 us HG Baa. 

Gii) &r-L.ig- go Loa) gg "E 
1. HEB £ 4- g m 1.0 Sg 的 CM A 

PHUESIESE 9.8. 

由 011 为 与 g 的 IM 公共 值 ,0 为 产 与 g' 的 CM 公共 值 知 ， 
0.1 为 下 与 g 的 CM 公共 值 .于 是 由 定理 9.8 的 条 件 得 


f(z) = go) (erm, (9. 1. 15) 
fic)—1-—í(gG5-—1 e, (9. 1. 16) 
f (2) = g'(z) «eo, (9. 1.17) 

其 中 2,8,7 为 整 函 数 , 旦 

Tre) 十 了 (re + TG,e) = OT, NA) G & E). 

(9. 1. 18) 
IUE f 5g. HEC. 1. 15, (9. 1.160 f& e^ S£ 1, e^ 1, ^ SE L,3EH 
f- A. g= t L (9. 1.19) 


把 (9.1. 19 代入 (9.1.17) 得 
B'e* t B'e**? — ale? — oe E -- (a — B'y)e' — gl — 
(9. 1. 20) 
WMR ec Apel) 为 常数 . 由 (9. 1.15) 得 f m cg. iX 
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就 得 到 (v). 

mR e =c Rhe o, 为 常数 . 由 (9.1.16) 得 了 一 1 三 
c(g 一 1), 这 就 得 到 (vi). 

inReUt—-cHBeGE000 为 常数 ,由 (9. 1.15),(9.1.16》 


得 
Pc x a 
sog p ee 
由 此 那 得 
Ceo DA t Ille — Dg ~- cel =Á ce, 
RRRA NID. 


FERR ee e 均 不 为 常数 .如 果 e” m c, 其 中 c( 产 0) 为 

常数 ,由 (9. 1.17) 得 
f =eg. 
TE 
fcg--d, (9. 1. 21) 

其 中 为 常数 . dione? 不 为 常数 知 ,A 260.1 — c. 再 由 (9.1.21) 
知 ,0,1 为 了 与 5 的 Picard 例外 值 . 由 引 理 9.1 得 f 十 g = 1. 这 就 
得 到 Giv). FERR e 不 为 常数 . 

如 果 e” 王 c, 其 中 c( 天 0) 为 常数 ,由 (9.1.17),(9.1.15) 得 


人 (9. 1. 22) 


wmc = 1 ,由 (9.1.22) 得 
f-—A-g. 

EHAEO 为 常数 ,这 与 e 不 为 澡 数 矛盾 ,于 是 c 1 再 由 
(9.1.22) 知 ,0,2o 297 f. F g 的 Picard 例外 值 .由 引 理 9.1 18 /- 
g = 1. 这 就 得 到 (Ci). 

Ae =c RHC 0) 为 常数 ,与 前 面 类 似 ,可 得 (f 一 
DG -- 1) = 1. RRA E Gi). 

dp Roe"? - c. Hor eCo 为 常数 由 (9.1.15)， 
(9.1.16), (9. 1.172 得 
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fg 

如 果 c = 1. (9.1. 230 ,积分 得 
fol |a E 

fF ER gc 


Wes E 
2 uy (9.1.23) 


其 中 AGE 0) 为 常数 ,这 与 07 RARETAT l BEHI 
(9. 1. 23) 知 ,0,1 均 为 /与 g 的 Picard 例外 值 .由 引 理 9.1 得 f 十 
g 三 1. 出 此 中 得 广 寺 一 g'， 这 与 e? 不 为 常数 矛盾 . TREO S. 
ee 0 P 均 不 为 常数 . 

mpe ”三 cc, 其 中 c( 天 0) 为 常数 .由 (9. 1.15),(9.1. 17) 得 


f cus. 
f g 
积分 得 
了 = 去 +d， (9. 1. 24) 


其 中 4 ARR Hee "不 为 常数 知 ,4d 关 0,1 — c. HH C9. 1. 240 
5n, 1.00 JJ f 5j g fi Picard 例外 值 , 店 引 理 9.1 得 (f 一 1)(g 一 1) 
二 1, 于 是 
f-l1c-e6.g—1Te&?, 
其 中 odio HEMA 一 一 E aset 
为 常数 矛盾 . 
WME eU =e AA ceo 为 常数 ,与 上 面 类 似 , 也 可 得 到 了 矛 
Eo FEBR e 95m 
应 用 引 理 1. 9, d C9. 1. 200 得 
cg e "tet c, (a! — Be" Lead e Ht He euge —— ouf, 
(9. 1. 25) 
RF cU = 1,2,5) 为 不 全 为 零 的 常数 . 不 失 一 般 往 ,不 妨 设 c， 
75 0j 二 1,2,3,4,5), 再 应 用 引 理 1. 9, 由 (9.1.25) 得 
da! e* 7' 4- d,d — Be Mp de? —— di, 
(9. 1. 26) 
其 中 LU — 1,2,3,4) 为 不 全 为 零 的 常数 . 再 应 用 引 理 1.9. 由 
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EN 


(9. 1. 26) 得 

u,0 e 77 p uta — Be dt ua e — 0, — (9.1. 27) 
其 中 (i 二 1,23 为 不 全 为 零 的 常数 . 显然 (i = 1,2,3) 中 至 少 
有 商 个 不 为 零 . Eu-—048(0.1.20 (887 为 常数 ,这 是 … 个 矛 
盾 . 若 za 一 0, 由 (9.1.27) 得 


p'e! = d [er + 2. (9. 1. 28) 
2 
由 (9. 1.28) 得 


即 
TG,.e x TG,B) + SG e), 
这 是 一 个 矛盾 . E xs 一 0, 由 (9.1.27) 得 
P a (det? M 1, (9. 1. 29) 
其 中 4 = Æ D. dE (9. 1. 29) 代入 (9.1.20) 得 
de + eft? + de og 
~ (1 + DE — eet — d, (9. 1. 30) 
应 用 定理 1.63, 由 (9.1.30) (& e" Y =d Re -—d 或 
ee 
如 果 e 7 = d. Rih O. 1. 30) 得 
€ — def + de — (1 + d)e^* = ad, (9.1. 31) 
再 由 定理 1.62 48 — (] + det —d. FE 
E di o, d? 
l4" rug 
REAA. 同 理 可 证 当 e = d g e p e?e = d 时 . 


也 可 得 到 矛盾 . 
F u, = 0j = 1,2,3). H <9. 1. 27) 得 
B — a CAeP7 + Be ?+ 1), (9. 1. 32) 
Kb A= T 0 B— 2 seo gc 9. 1. 32) 代入 (9. 1. 20) ,与 前 面 
2 2 
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类 似 , 也 可 得 出 矛盾 . 这 就 完成 了 定理 9. 8 的 证 明 . 
与 本 节 有 关 的 结果 ,可 参看 杨 重 又 喇 ,Urabec ,Gundersen'? 
Tohge?'? , Barth-Brannan-Hayman'? , Kohler", 


§ 9.2 导数 具有 公共 1 值 点 


9.2.1 重 值 与 唯一 性 


1976 PERO 提出 下 述 问题 : 设 5 eg 为 非常 数 整 函数 ， 
且 
f = 0Szg 一 0, 户 = 15g = 1. (9.2.1) 
问 了 与 & 之 间 具 有 何 种 关系 ? 
1981 年 ,K. Shibazakic 部 分 地 回答 了 上 述 问 题 , 他 得 到 
定理 9.9 设 了 上 与 8 为 有 穷 级 整 函 数 , 且 满足 (9. 2.1). 如果 存 
在 无 穷 多 个 指标 {x} ,使 得 v G0 之 3,f(z,) 二 0, 其 中 wv(n) R az A 
f(z) 的 零点 的 重 级 , 则 三 e. 
下 述 定 理 是 定理 9.9 的 改进 和 推广 . 
定理 9.10 设 f(z) 与 8(z) AERE EDI PERSA GO 的 下 级 
ulg) < 之 oo. 再 设 
f—0-g-—0,f-oot,g—oo,f'-1t*.g 一 1 
如 果 
nr, 天) 一 mp) > max{y(g) — 1,0], (9. 2. 2) 
则 f(z} = g(x). 
WE. ”由 定理 1. 23 得 
Ed a DESS) 


x NG,.g)- NGD + NG,- 7 一 1) + St, P) 
< 2T(r,g) UR ) T SG, P 
< ATG,ag) + SCr,g). (9. 2. 3) 
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Atg Al- He KP d he dl 


Ej f — 15g! 二 11f — cofng — cof 
Ll... (9. 2. 4) 
de A AKRA B (9. 2. 32,09. 2. 40 得 
Tired LTr, Sf Tegn) + 000 

<L Tir. 了 27(rg) 十 SCryg) 

< 107 Cr 5) 十 OryS)， (9. 2. 5) 
注意 到 ug) «oo. H1 (9. 2. 5) ATL h AKATE IG 的 多 项 式 ， 
d. 2. 4) 得 


F-—1-e6qg'—1 

两 端 求 导 得 

f" = eg" tH g h' — h'). (9. 2. 6) 
mE TARRO H = og 

nr, = nii rep) Kad) < ulg) l, 

这 与 (9.2. 2 JF JR. 于 是 e RE E e m c, Ho a2 a) f8 

PFo—1-eG! 一 1). (9. 2. 7) 
设 加 为 了 的 重 级 3 的 零点 .把 xz 一 za 代入 (9.2.7) 得 “一 1 于 
是 


fg. 
fg. (9.2. 8) 
Hez = z 代入 {9.2. 8) 得 c, = 0. 于 是 
fgg. 
更 一 般 地 ,我 们 有 下 述 


定理 9.11 设 f(z) 与 g(z) WEM CE SEP. 再 设 
f =0 >g =0,f = 5g = œ, f = 15g —1 
ini 
Ng) 3 Ni.) x SG, (9.2. 9) 
W| f(z) = g (z). 
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iE. 与 定理 9. 10 的 证 明 类 似 , 我 们 也 有 (9. 2. 32, (9. 2. D, 
(9. 2. 5) , (9. 2. 6. 如 果 e^ 不 为 常数 ,由 (9.2. 6) 得 
N, 3) = Ni Gre) Ng) 
STk) + OC). 


由 定理 1.47 得 

Tó At) = Sow» 
再 由 (9. 2.5) 得 

Tir h) —5SG,g). 
T 


NG. z NF CR | 

iX 5j (9. 2. 9) 矛盾 .于 是 为 常数 ,与 定理 9. 10 的 证 明 类 似 , 我 们 
也 可 得 到 f/f 三 g. 
9.2.2 函数 具有 二 个 公共 值 

1989 年 , (t HERE? 回答 了 杨 重 骏 中 提出 的 上 述 问题 ,证 明了 
下 述 

定理 9.12 没 了 与 < 为 非常 数 整 函数 ,上 且 满足 (9. 2. 1), 如果 
30,0 2 LM fug) gl 


设 
Yao lam e 
f: 2* 2€" 
na -fe 1 -£ 
giz) = 7E + se 


容易 验证 f 与 g 满 足 (9.2.1), 并 且 6(0, 让 一 广 , 但 f 关 g,f'g' 关 


1. 这 表明 定理 9. 12 中 条 件 200,0 > 二 是 必要 的 . 


更 一 般 地 , 仪 洪 勋 "9 证 明了 下 述 
定理 9.13 SEs AEN ORIS HUE /—0-g—0, 
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fe = gg? = 1R Pn AEREN. MRON > 5,9 = 
g 或 .Fr g=. 
1990 4 ft BERLO? 推广 了 定理 9. 13, 证 明了 下 述 
定理 9.14 设 了 与 8 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 且 满 足 
FA E Sg ER 0,f = co*ty,g I oo, f? =< 15g =l, 


(9. 2. 10) 


其 中 对 为 非 负 整 数 . 如果 
|o 88,.f) + Qi t 22809, 27 n 3, (9.2.11) 
则 /二 或 Agem Sn 
”证 由 (9.2.11) 知 ,8(0, 放 n 之 0, 因 此 了 不 为 多 项 式 .由 定理 
1. 23 得 
TG c Noa NGE) 十 Neg + Sr,g) 


=R f + N Go) 十 Nirqa 7) + SCr,g) 
—XDbG.D HTO, JO) — SG.) 
< iat DTO + Se). (9.2.12) 
同 理 可 得 
TG.) <in = 3T Gg) + SG). (9. 2.13) 


mR ÁcXge ERE. HR (9.2.12) 知 ,g 也 为 有 理应 数 . 应 用 引 
理 2.1, 由 (9.2.10) 得 
f= kg 
及 
JP -- 1 = k (g — 1), 
Ep k 5k 均 为 非 零 常 数 . 由 此 邵 得 
(ki — hj g'? = 1 — k, 
MÈ k Ek Ue 必 为 多 项 式 , 因 此 了 也 必 为 多 项 式 , 这 是 一 个 予 
盾 , 于 是 =ke 由 此 即 得 太一 如 一 1 及 了 =5. FER SAE 
越 亚 纯 函 数 , 由 (9. 2. 13) 知 ,g 也 为 超越 亚 纯 函 孝 . 
由 (9. 2. 10) 得 
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fKO—]1)—2£0üg7—1, (9. 2. 14) 
其 中 小 为 整 函数 再 由 (9. 2. 12) 得 
Trst) = Tir. f?» +T, g) + 00D 
<L ( TG, + nt DT ge) +H SeN 
< la+ D +AT, AN + Sirf). (9. 2. 15) 
Bf —f"..—e6f.——e8R87.FH TG) = max(T(G, 
FDG = 1,2,3). BH C3. 2.14) 得 


3 
MZLE (9. 2. 16) 
j=1 
及 
INe = Nsa) + NG, 25. (9. 2. 17) 
再 由 (9. 2. 12),(9.2.15) 得 
T(r) = OCT Gr, £2) G & E). (9. 2. 18) 
由 定理 1.24 得 
NO, fs) LST, fO — TG, 十 NG, d) + SG, 有 ), 


(9. 2. 19) 
NG As « Ne dn Nog) + SCr,g) 


= Na.) -aNG D SG... (9.2. 20 
再 由 (9. 2.17) 得 
3 
INe) <T, f TO,f) + 2N Gd) 


FaN, ND HSE Nf). (9. 2. 21) 
下 面 区 分 三 种 情况 . 
CD 假设 fuif 均 不 为 常数 . 
如 果 fO = 1,2,3 线性 无 关 , 注 意 到 (9. 2. 18) ,由 定理 1. 48 
得 


Tr, f) < YN, + NG. D) 


j-1 
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— Nir, fa) — Nr, fa) +Sir. f), (9. 2. 22) 
HED 为 Wronskian 1330 W Cf, Jas fa) B C9. 2. 16) 得 


D zu Fd V2 | 
PE A" 
于 是 
NGD — N(r. f) — NG, fo SNG?) — N(r,g™) 
~ 2N(r,g) = 2N(r, 7f), (9. 2. 23) 


由 (9. 2. 212, (9. 2. 222, (9. 2. 23) 得 
TG, f) «TG. f*0 — TG, D + 2N Go) 
TO — 22N Gr, f£) HSE, S). 
因此 
TG. LINTE + a+ DNG ESOP). 
(9. 2. 24) 
由 (9. 2. 24) Bp48 
28O, N + (n + DAO, sn t 3, 
这 与 (9. 2. 11) JE. TELU = 1,2,3) 线性 相关 . 则 存在 不 全 为 
零 的 常数 GG 一 1,2,3), 满 足 


cafi F csfs + esf. =E O. (9. 2. 25) 
WMR e, = c, I 
i 
f, zd "EL 
因此 
h £8 Au 
e "ui 


由 此 即 得 5 ”为 常数 ,这 与 8 DELIUOIE PU BR HC JE. 这 个 矛盾 证 明 
T « 天 0. 由 (9.2.16),(9.2.25) 得 


a-s, *ü-2M-i (9. 2. 26) 


注意 到 我 们 假设 疡 ,六 均 不 为 常数 , 故 c: SS »6 天 ca Hi (9. 2. 25) 
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& sc; cs 不 全 为 零 . 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 cz Æ 0. Hi (9.2.16), 


(9. 2. 26) 得 
C3 Ca 
fit+ TUET 


由 引 理 1. 10 得 
Top 一 No, + NG, 4) HNC AD + Scr,f,), 
3 


因此 


T(r f)? Ny) ToNG, ze) TONG. HSE, A). 


(9. 2. 27) 


(9. 2. 28) 
再 由 (9. 2. 19), (9. 2. 20) 得 
TOSO) «Tr fy ope Py 2NG, d) FaR GA) 
+ SCr.f). 
因此 
To. f« 2N G3) ctaSNG.Ó + Se,7). 
由 此 即 得 
28(0,) T noo, f) Ln 十 l, 
这 与 (9. 2.11) 了 矛盾. 
(2) 假设 J: =c, H pe 为 常数 . 
fc 天 1, 由 (9.2. 16) 得 
万 一 六 =] 一 < (9. 2. 293 
由 引 理 1.10 得 
TG. f£) «No. 3) + Ner d - No.) 4 Sof). 
Ji Ja 


^3 BR — EE. ERRATE. 因此 。 二 1, 再 由 (9.2. 29) 得 fm = 
g”, 
假设 f xg. 
J =g +P, (9. 2. 30) 
其 中 P0) 为 多 项 式 . 注意 到 上 与 g 均 为 超越 亚 纯 函 数 , 故 
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Ti,P)-—o(T(r,f) 
及 
Tog) = (oD TDN). 
根据 定理 1.36 得 
1 1 
TG.) <N G, F) HNC Fp t NG, f) SG. 


= N Gro) $ NG 3) HNC, + 5G. 


= 2N (Gd) HNED HSP). 
由 此 即 得 
28(0.,/0 4- 8€05, P x 2, 

这 与 (9.2. 1 OB TESE 

(3) 假设 户 三 c. 其 中 上 为 常数 . 

TX c 1.BH(G.2.16) 得 

fi~fi=1l—e. (9. 2. 31) 

由 引 理 1. 10 得 

TG.f.) «Rogo ES NG. y) HNG, fd SG), 


与 前 面 类似 , 也 可 得 到 矛盾 ,因此 < — 1, PEE C9. 2. 3D 得 P" — 
M e.g" — e^, 于 是 
fo? go? =. 


9.2.3 辆 数 具有 一 个 公共 值 


1981 年 ,K. Shibazaki 中 部 分 地 回答 了 杨 重 骏 久 提出 的 上 述 问 
题 ,他 实际 上 证 明了 下 述 

定理 9.15 设 f 与 g AUREOS IR EIC 00 900,0 2 0,0 
g 的 Picard 例外 值 ,上 是 P = 15g = 1.8 f = g8 


-ir 


Po 


其 中 a,6 均 为 非 零 常数 . 
实际 上 ,K. Shibazaki 的 结果 是 不 完全 的 ,定理 9.15 X K. 
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Shibazakio 有 关 结 果 的 纠正 ,可 参看 仪 洪 勋 - 5 EUROU. 

1989 年 , 仪 洪 勋 - 杨 重 骏 世 推广 并 改进 了 定理 9. 15, 证 明了 下 
述 

定理 9.16 设 了 与 了 为 非常 数 整 务 数 , 且 满足 户 一 1 一 5 = 
1.8055 6(0,/0 十 BC0.5) 2 1L, fF — e E Og EIE. 

1991 F, HER -AH 又 礁 广 并 改进 了 定理 9. 16, 证 明了 
下 述 

定理 9.17 设 了 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,= 为 非 负 整数 ,再 设 
a 5 b OX EE EE. ELLE T Gua HTO, b) =S) Ta) 十 
T(r,b) 二 SCr,g) Ra” s b. 如果 

fO = bug" —b.f"—b-cootQg"-—b-co, 
(9. 2. 32) 


la. J) q 8(a.g) + (n + 228€, P) 22 n- 8, 
(9. 2. 332 
W] f = g ROO — a”) gh — a0) — (b — a, 
为 了 证 明定 理 9. 17, 先 还 下 述 
引 理 9.2 设 F 与 6G 为 非常 数 亚 纯 消 数 ,a 与 2 为 亚 纯 函 数 ， 
且 满 足 
T(r,a) + T(r,b) = Str, F),TG,a) +Tir,b) — SCr.G) 
R52 a. WR 
F = 5C = b,F — b = œG — b = œ 
H 
Np QSotMOgG Ll + 2NG,F) 
«Cur DOG TETI), 
Rm TOO = max(T (FN T O.G}, <1, W F =G KE 一 
a)(G — a) z (b — ay, 
x. 设 
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由 引 理 9. 2 的 条 件 知 


其 中 a 为 整 函数 . 于 是 
/一 1 F-b | 
g—1 G—-b 


这 表明 
f=15g=1,f = Sg = oo. 
显然 
TG.) —TG,F) 4-SQ,F»), 
T(r,g) = TG,G) + SG), 


NGA) S Nepi SG), 


G—a 
NG, x NG,F) 十 Sr, F). 
再 由 引 理 9. 2 的 条 件 知 


Nar F) + Nr) + 2NG4O « G d eQG»T(G., 


NI CNL) + Str), 


rE), 
dm Ëo) = max(T GT Gig) u< 1. 再 根据 定理 7.2 得 了 
=g f- g=l. FE F=GF 一 a)(G — a) = (b — ay. 
下 面 证 明定 理 9. 17. . 
Bi (9. 2. 33) Hela N 2-0 E elang) 27 0,; 于 是 了 与 g 均 不 
为 多 项 式 . 显然 


1 1 fe — a™ 
m, -S 2 Som. pry e) 十 mer = 
< 


~a 
ToS) t SOS). 


E 0e (a, f), B Ca, f) 的 定义 知 , 当 r 足够 大 时 ， 


mz > GG) OTA). 


) 


因此 
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Ga DOTEN s TG, f 9) + Se, f). 


这 就 证 明 
Tr, f) -—O(T(r, f?» G & E). 
于 是 
Tryao) + T(r,b) = SC, f). 
[3] BE nif uE 


T(r.a?) + T(r,b = Sir, g”). 
不 失 一 般 人 性 ,不 妨 设 T(r,g) x T(r.for € I. 
由 定理 1. - 得 


NG vw = zm) S Tir ,f) T Tf) 


+ NGA Q3 tS. 


及 


NG yl ue SNU E 
于 是 
Nr» XT 2? F Neaga + 2N (r, yo) 


22 + nN(r,g) + SCr,g). 


STES — Toe) + No Fo "den ES ——) 


d 
+ (n+ ENGQO + SG.)MSGG,g 
TCA Oo TG. 2400 -—989(G.P»DTG,.PD 
+ êlas DTO, g) + GT 2)0—8(o,D0TG.f 
二 SC) + Sr,g). (9. 2. 34) 
再 由 了 Cr.5》 pud DCED i 
NGA s — "zb F NGs c am) + 2NG,fF05 
Tr) — (AF oT 0€ 10, (9.2.33) 
其 中 A=, f) 4-0(2.8) + (n+ 22809, f£) — (n 4-32 77 0. 
注意 到 
TG,f")s-d1-ceQODT(G,.) (r & E), 
于 是 
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TG.) > Cd ReO»TG.f9) G& B. 
(9. 2. 36) 
由 (9. 2. 35), (9. 2. 360 得 
NG, Fim) + NGrs s 4 2N Gf?) 
< o A CED, 
其 中 六 = 二 1 一 一 <1. PHSR 9.2 O — £7 XU 一 
a?)(g'? -- aq") = (b at, 
如 果 SO =g” Am POOR P EEn— 1 次 的 
多 项 式 . WE P c6 0, 由 定理 1.36 得 
TOP «NG 43 十 NG y —ÀL ) 
+ NC "ti TS.) 
-: NS QN 12 NGA) 8G 


< -3 一 (90.1 + êta g) + Coo, PDITG Jf) +S, f). 
(9. 2. 37) 


8 — Ala, D + 8G.g) + 8C, 7)) 
mon d 4 — la, f) 4- 6(a,g) + n+ DOC, 

15 
T (9.2. 370 不 能 成 立 , 这 就 证 明 P = 0,8] f — g. 

在 定理 9. 17 P, a 尘 0,6 志 1, 则 得 下 述 

定理 9.18 设 f 与 8g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,x 为 非 猴 整数 .如 果 
fU =1Ss"=1,/= Sg = oH 0€0,0) 4 8(0,2) 十 (十 
2)08(co.f) 72 n 4- 3,W| A — gg P? gi m 1. 

由 定理 9. 18, 可 得 下 述 系 , 它 是 定理 9. 15 的 改进 ， 

系 .” 设 了 与 8 为 非常 数 整 画 数 ,其 超级 小 于 1. 如 果 500. 
> 0,0 ÀJ g W Picard HMA A S = 15g =] 则 了 = 三 8 或 了 一 


dA pui eh ip < 地 均 为 非 零 常数 ， 


a 


A 
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d. dida BEMS IBAS g — LL HERESU Sg 
均 为 整 函数 , 故 可 设 


Pe et (9. 2. 38) 
B f AEA SER. 
I 0 2g g 的 Picard 例外 值 , 故 可 设 
g = Pe, (9. 2. 39) 


其 中 PO HA o HERR. 由 & 的 超级 小 于 1e 为 级 小 于 1 
的 整 函数 . 由 (9. 2. 39) 得 
g = (P' 十 Pa )e'. (9. 2. 40) 
由 (9. 2. 38), (9. 2. 40) 得 
P! 十 Per =e I. 
因 P' 十 Pa! 为 级 小 于 1 的 整 函 数 , 故 e 1“ 必 为 常数 . 又 了 为 多 项 
式 , 为 整 函数 , 故 P = 0,P 与 a' 均 为 非 零 常数 , 
设 P =c = ca Na — cx +e ÈP c lA 0) ,cs( 0), 
C4 均 为 常数 ,因此 . 
giz) = qe, (9. 2. 412 


et = g! = getta, 
ax 
f=ë#t= ce 2*—63 
f--— 1 ge 0*7 5-6 
4€; 
gi eO, F) 2 0 I ,c, 二 0, 所 以 
一 一 ge (9. 2. 42) 
4 a=- cete ub 二 一 c MCO. 2. 410, C9. 2. 42) 得 
fo) 一 le, g(z)-—— E 
EP ab 为 非 零 常数 . 
1991 F, HER - 仪 洪 勋 中 证 明了 下 述 结 果 , 它 也 是 定理 9. 16 
的 一 种 改进 和 推广 . 
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定理 9.19 39 f 5j e 为 非常 数 亚 纯 函数 .7 为 正 整 数 , 再 设 5 
HEAK, HETO, b) = Sr, f) Trb) — S(r,g) Rb x 
0. 如 果 

rm E bg" =h, f” — b= coz g"" —b-co, 
且 
8, + 8, +k Olo, f) + &jCoo g) >n + 3, (9. 2. 43) 
其 中 395 — 2139,.,0,0, — 296,0, 
EC acc 
kh 与 k WE RI 18,25 1 Fi tk — n E 2, P m e! xm S 
eg zB. 

证 . 显然 

9, 4- 8(05, N x: 2, 

Ô; c 8(co,g) xz 2. 
再 由 (9.2. 43) 410,770 & 0,7 0, 于 是 了 与 g 均 不 为 多 项 式 , 取 
0 «e « Gr HERE 1.25 得 


NG. Fa) &T(.f") — e TG, (r& EX 


(9. 2. 44) 
因此 
Or- DTN STJ) CEE. 
这 就 证 明 
ToN = OC (ir, )) (r & E). 
于 是 
TG ,6) = Str, f). 
同 理 可 证 
Tir, b) = Str, g?). 
不 失 一 般 性 , 设 
Trg) STH) (rer. (9. 2. 45) 
由 定理 1. 25 得 


Nír) «0-2, OTGuO -nNir,s. T&E). 
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(9. 2. 46) 
Bi (9. 2. 44) , C9. 2. 45) , (9. 2. 46) 即 得 
Ness) 十 NG, 2) c ZNG,f?) 
<T, f”) — "i — e9y TG, f£) + 0—38,- OTG,g) 
十 UG — Go, 2) + TG.) 
十 GO — (9,20 + EITCr,g), G & E). (9.2. 47) 
注意 到 
(— à, HE) + (C — Coo.) 十 加 
20-—8,4290-C-—8(9,20 +E 
222 — 0, — O(oo,g) + 2€ 2» 0, 
由 (9. 2. 45), (9. 2. 47) 得 
NG - az) 十 Nc) LONGO) 
x T(r,f")--AT(G./D (ED, (9. 2. 48) 
HP A= S 08,-- 4,8009, + &)O(Qo,g) 一 n + 3) — 46 
ROLE "i 4-8, + ROlo, f) + &jCoo,g) — a + 35), 
Wü] A 7 0. H (9. 2. 36), (9. 2. 48) 得 
Nr. qu) TNG, zs) 4 2NG,.f) 
< (4 十 mf) (rE€ED, 
nea EE 9.248 f em e? gi f gt 
zm. 
WR n= 1, 则 定理 9. 19 B6 85IE CL SE IB, FE 2. AUR O 
d 2D 
f =g +P, 
其 中 也 为 一 至 多 次 数 为 一 2 的 多 项 式 , WR P Eo, hM 1.36 
得 


H 1 AT 
TOSO SN p) * NG.g Zp? T ONGV.P)T SG,P) 
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« Ns) 十 N, i) HREN HSE, S). 


(9. 2. 49) 
由 定理 1. 25 得 
N(r, 方 ) X TG.f)— (0, —oTG,D. CEE 


NG, 5) «O—3, 0TG4D Nó. G&E. 
于 是 ,再 由 (9. 2.49) 得 
TAP 过 TorpP) 一 (一 eaTGr 门 十 (1 一 8 十 eTGrg) 
cO -—6(oo,g)TG.g)-- 0—8€0,/)TG,.f) TSGG,f). 
(9. 2. 50) 
AFTO, g) — TG. 上 Sr, 门 .由 (9.2.50) 得 
(3, + 8, HO + Olg) — 3 — 20T Gs) & SG. 


(9.2.51) 
取 
0<e< Ho 4-8, t Coo, f) 十 和 BC(00,8) — (n + 2). 
则 有 


à, + 0, t (96, f) + O(co,g)-— 3 — 2e 
>ô; + 0, tRC, f) T E,8Coo.g) — (1 d- 3) — 2e 
ZU. 
于 是 (9. 2. 51) 不 能 成 立 - 3X SCIES] P — 0,8] P og. 
由 定理 9.19, 可 得 下 述 
Ro 设 f 与 8g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,n 为 正 整数 , 如 果 S” = 
lg™ == lC = Gg = 22, H 8, + ôs + lo + 2)(8(oo,f) 十 
8(co,g)) 29 n + 8, Hif 0, — 26a 让 ,6 — 938 un I P 
agt atc 
= g' z fe m g" = 1. 
Wf) = e t+ esga) = Ce + E 
n 为 正 整 数 . ERRE SO = 15g" = 1, f= og = o k eO, 
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P+ &(0,g) + Gi + 228(09, f) — n + 3,9, 4-0, + lao 十 


DG, (00,8) —^nF 3, [BÉ Eg S Eg f" gx 
1. 这 表明 本 段 定 理 及 其 系 的 条 件 是 精确 的 . FR RE BEI E — 2b E 
进 和 推广 ,可 参看 杨 重 骏 - DOEREOT. 


9.2.4 函数 具有 三 个 公共 值 


1988 年 'K. Tohgec 证 明了 下 述 结果 , 它 是 定理 9.8 的 补充 . 

定理 9.20 设 f 与 8 为 非常 数 亚 纯 函数 ,0,1,oo 为 其 CM 公 
共 值 ,其 超级 均 小 于 1. 再 设 a 为 与 g' 的 CM 公共 值 ,其 中 a 为 
非 零 常数 . MRE Ee MSS GARR HREL HESS 
g 必 满 足下 述 三 关系 之 一 : 


a fgzl. 
(ii (f ~— D- 1)=1, 
(i) {te= te Dg-—cjz—e, 


其 中 为 常数 .县 c 关 0,1. 
WE. 由 定理 9. 20 的 条 件 得 


f= ge, (9. 2.52) 
f—1=(g— ie, (9, 2. 53) 
f — a= (g' — a)e’, (9. 2. 54) 


其 中 wp,y HERM, H 
T(r,e') HT e H Tre = OT A), iG & E. 
(9. 2. 55) 
注意 到 f 的 超级 小 于 1, 由 (9. 2.55) 知 ,a,B8,7 的 级 均 小 于 1. 因 上 
Æ g. E1(9. 2.522,(9.2. 532 得 e sé 1, 5 1, "天 1 并 且 


i — -8 
J g= I. (9. 2. 56) 


fü 9. 2. 56) 代入 (9. 2.54) 得 
ae? 十 Be 一 aet’ 十 Bue 十 ae **? -— a! c? 
— age7** *' — gl o7? *' -- (g — B' -- 2a)e! — 2a — « 4- P. 
(9. 2. 57) 
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dA et e c, Hp e 0,1) ZU 8C. h (9. 2.52) 得 了 一 cg. H 
此 即 知 ,1 为 与 g 的 Picard 例 外 值 ,a 为 广 与 g' 的 Picard 例 外 值 . 
应 用 定理 1.20 到 函数 过 (三 一 D 即 可 得 到 矛盾 ， 
We = c, HE eC o1) 为 常数 .由 (9.2.53) 得 了 一 1 三 
clg 一 1). 由 此 即 知 ,0 为 了 与 g 的 Picard 例外 值 ,a 为 广 与 g' 的 
Picard 例外 值 . 由 定理 1. 29 也 可 得 到 了 矛盾， 
如 果 ef 和 三 c ,其 中 c( 关 0,1) 为 常数 . 由 (9. 2. 52) ,(9,. 2. 53) 
得 
qm. 
8g —1 
由 此 即 得 
Cc — DF t DG — Dg — 6) 2—c, 
xx REA EI Gi. 注意 到 J 与 g 的 超级 均 小 于 1, 再 由 (9.2.57) 知 a 与 
8 雹 为 一 次 式 .于 是 了 与 &g 必 为 整 函 数 ,其 级 恰 为 1. 
如 果 e* 圭 c, 其 中 c( 关 0) 为 常数 .由 (9.2.54) 得 广 一 a 二 cl(g 
一 a). 积分 得 
f—cg-a(—ocz-—d, (9. 2. 58) 
其 中 4 为 常数 .由 (9.2.58) 知 ,f 与 了 一 1 的 零点 仅 有 有 限 个 .再 由 
引 理 9.1 得 
f+g=1. (9. 2. 59) 
$ (9. 2.58), (9. 2. 589) 即 可 得 到 矛盾， 
PEU eee 均 不 为 常数 , 我 们 区 分 下 述 三 种 情况 . 
(OD 假设 e^ — c Ern eGE O 为 常数 .由 (9.2.57) 得 
ae? -+ B'e' A- cB? “+ [cla — p H aa) Halet 
— a'e? — cah" — cal e^* = a(2 +e) d 4- B. 
(9. 2. 60) 
如 果 e =d, REP dC o0 为 常数 ,由 (9.2. 60) 得 
C5. — ed )e-* + Co! 十 cd(2a — 4) + adje" 
— (da 十 cad2)e = a(2 +c) +d — cde, (9. 2. 61) 
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注意 到 e* 不 为 常数 ,应 用 定理 1.51. H (9.2.61) 得 
d — co! 一 0， 


2a' + cd(2a — a^) — ad = 0, 
dæ + cad? = 0, 
a(2 + c) +a 一 2cde = 0, 
RIB d — 1.c* — l1,” 二 一 ac( 关 0), 于 是 er? — e”, 再 由 (9. 2.56) 
f$ f—1l-c-eag—lce BERG, B f£ 5 e AHRR H 
RRA 1. 
WR e^ 7 RAER 应 用 引 理 1.9, 8 (9.2. 60). 即 林 得 出 矛 
盾 . 
(2) Rie Ta =e ,其 中 c( 关 0) 为 常数 ,与 情况 (1) 类 似 , 可 
以 证 明 e = e?. 再 由 (9.2.56) 48 f£ — — e^,g — — e7?. 由 此 即 得 
G). 
GD 假设 eU eTO RAER F <,8,7 的 各 种 线性 
组 合 ,应 用 引 理 1.9. dr (9.2. 600 即 可 得 出 矛盾 . 证 明 的 细节 略 去 . 
这 就 完成 了 定理 9. 20 的 证 明 . 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 杨 重 骏 拉 ,K. Shibazaki™, 仪 洪 
phos, BERE - EROE, AAR - (LIBERO ABRE np 
寿 桢 2,K, Tohge??, 
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第 十 章 ”具有 公共 值 集 的 唯一 性 


有 其 有 公共 值 集 的 亚 纯 戎 数 唯一 性 问题 是 具有 公共 值 的 亚 纯 
函数 唯 -性 问题 的 推广 . 一 般 来 说 ,这 类 问题 难度 较 大 ,对 一 般 类 
型 的 公共 值 集 , 很 难 确定 亚 纯 函 数 的 关系 .本 章 主要 介绍 当 两 亚 纯 
函数 具有 某 些 特殊 类 型 的 公共 值 集 时 ,有 关 亚 纯 函 数 唯一 性 的 种 
种 研究 成 果 . 

1976 年 ,F.Gross 问 :能 否 找 到 一 个 有 限 集合 5, 使 得 对 任何 
两 个 非常 数 整 函数 了 与 8, 当 3 为 了 与 g 的 公共 什 集 时 , 必 有 二 
3? 我 们 将 在 8 10. 6 节 中 介绍 笔者 最 近 得 到 的 有 关 解 决 这 一 问题 
的 研究 成 果 . 


$10.1. 上 晃 数 具有 四 个 公共 值 集 


10.1.1 UNES 
设 f(z) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,S 为 复 平 面 中 的 一 个 集合 . 令 
E,CS) = U izl fæ) —a4-—0), 
这 里 m 重 零 点 在 4(S) THERE m IK LER EGO A FF S GS 
RE. ELCSO 有 时 也 记 作 S). TCR EGO 表示 五 /CS) 中 不 同 
点 的 集合 ,并 称 玉 i:(S) 为 了 下 3 的 精简 原 象 集合 ， 

设 f(z) 与 g(x) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,S 为 复 平面 中 的 一 个 集 
AWR ES) = E,C WIRES OS f 5 ge B CM 公共 值 集 , 有 时 记 
作 

fESSgES. 
MRE = 五 ,CS), 则 称 S 为 了 与 g 的 IM 公共 值 集 ,有 时 记 作 
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fcsescs. 
易 见 , 当 S m (a) BUS 7 ZUR HEC) 为 了 的 < 值 点 集 , 因 
此 ,本 段 概念 是 8 2. 2. 1 有 关 概 念 的 推广 . 


10.1.2 代数 相关 关系 


首先 我 们 介绍 一 个 一 般 性 的 ,把 公共 值 推 广 到 公共 值 集 的 博 
形 的 结果 ,这 个 结果 属于 F. Gross”, 

定理 10.1 设 f 与 8g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,Sj(j 一 1,2,3) 为 C 
中 三 个 元 素 各 蜡 . 不 全 然 相 同 的 有 限 点 集 , 且 无 一 点 集 为 其 余 两 者 
ZP2R.SREET,G — 1,2.30 为 相应 点 集 5,(j — 1,232. 具有 同 数 
上 且 元素 的 任 一 点 集 . 如 果 

E, = ETA (j = 1,2,3,4), 
Ku Ss, = T, = (eoi, £ 5 e 必 为 代数 相关 ， 

为 了 证 明定 理 10. 1 .我 们 需要 下 述 引 理 ， 

引 理 10.1 H Falristrs t, Zaya) = 0, C = 1,2, n + 
Dm F,GÉ 0) Anti TERIERA, MFE P 3ETE SET 
0 的 ?十 1 个 变数 的 多 项 式 C ,使 得 

GO Yast Ynti) = 0. 

应 用 数学 归纳 法 ,容易 证 明 引 理 10. i, 下 面 给 出 定理 10.1 的 
证 明 . 

W rak = 12,70 X S, PAGO AR — 1,2,… ,nj) 表 
T; 中 各 元 素 (j — 1,2,3). 9 

Puwye TT zs Ea 


k=] 
Qw) = [|e za), G= 1,2,3), 
则 由 定理 10.1 的 假设 ,我 们 有 
BU = exp($(z)D (G = 1,2,3), 


E P AOG = 1,2,3) Hg A JE gg Pr. 应 用 引 理 10.1 知 ， 
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exp ($, (22) G = 1.2.32 必 为 代数 相关 ,因此 存在 关系 式 
> huexp(ng + mé, +t) = 0, (0.1.1) 
Ehan 均 为 常数 , 且 不 全 为 0, 应 用 熟知 的 Borel 定理 (定理 


1. 52), 由 (10. 1. 1) 知 , 存 在 三 个 整数 a ,5,c ,使 得 
a 十 bf, + cd, e d, 


其 中 a 为 常数 .于 是 
PO PAD , (PD oe 
Qa» QOO» Qu f: (10.1. 2) 
如 果 


(Pitz)) » (Plw)) > (Piw) = d', 
E at 为 常数 , 则 
GP GO * (P n P 2 d'! + (P,0w)) 7, 
因此 
Si U S, 一 SS， 
这 与 定理 10. 1 的 假设 矛盾 .于 是 
(Pil) e (P, lw) Y e (Paliw) Y ERR. 
B 0. 1.22 知 ,f 5g ge 必 为 代数 相关 . 
应 用 类 似 的 证 明 方法 ,对 于 整 函 数 ,F. Gross? 证 明了 下 述 结 
果 . 
定理 10.2 设 了 与 8 为 非常 数 整 函数 ,SG 一 1,2,3) 为 C 中 
三 个 元 素 各 异 , 不 全 然 相 同 的 有 限 点 集 , 且 无 一 点 集 为 其 余 两 者 之 
并 集 . EHE TO — 1,2, 为 相应 点 集 S;G 二 1,2,3) 的 任 一 点 集 ， 
如 果 
Es(S;)) = EKT) (f= 1,2,3), 
则 了 与 # 必 为 代数 相关 ， 
注意 ,在 定理 10.2 F, RARES STG 二 1,2,3) HERK 
目 相同 ， 


10. 1.3 一 种 特殊 情况 


1985 年 , 仪 洪 勋 中 纠正 了 F.Gross 忠 的 一 个 结果 ,证 明了 下 述 
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定理 10.3 设 f 与 8 为 非常 数 整 函数 ,5 一 10),5,—(—1Hh 
S; 一 (a.b), Hh a,b 为 两 个 有 穷 复数 , 且 S， 门 S; T= $C; = 1,2). 
WRES = 二 ECS))(I 二 1,2;3), 则 了 与 g 必 满 足下 述 五 个 关系 
之 一 


(i ) f=g, 
dii) Falgi = 4, Rham YS poa, 


Gv) Cf -- D(Gg c-r D m 4l MG ÓH- DG D 4m. 

w) CK—D(g—-0D24,l43(4— 000—101 —4 Bx. 

由 和 定理 10. 3, 容 易 得 出 下 述 系 , 它 是 F.Gross 另外 一 个 结果 
的 纠正 . 

R. — 设 .7 与 & 为 非常 数 整 函数 ,St = (1},S; = {一 1},5; 一 
(asaz) S, — (ley 0, b ,其 中 4 为 正 奇 数 ,5， 中 元 素 各 异 , 且 9， 
N Sa =P x 5,10.3, — 3} N Si = A WME ES) — ESD CQ 
= 1,2,3,4), M] f= g. 

E-M, HO 还 把 定理 10.3 的 结果 推广 到 亚 纯 函 数 ， 
证 明了 下 述 

定理 10.4 设 了 与 8 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,S:, = {1),S;: 一 
{一 11,8, = (991,8, = ia, b , A S, (15, — $G — 1,2,32. 如 
RES) = ESD G= 1,2,3,4) NS 5 g 必 满 足下 述 十 个 关系 
之 一 : 

a) fag. 

(2) /十 g8 三 2, 仅 当 e 十 p 一 2 或 < 一 5 一 3 成 立 , 此 时 一 1， 
3 为 了 与 3 Ky Picard 例外 值 . 

G) (a 一 TCF 一 1 三世 一 1)(g 一 1) ,其 中 za 一 2 士 w 3， 
6 — 2-F /3i 此 时 一 1,a 为 了 的 Picard 例外 值 ; — 1,53 e i 
Picard 例外 值 . 

(4) f-ctgzm—2. 仅 当 aa 十 5 一 一 2 或 a 一 一 一 3 成 立 ， 
此 时 1, — 3 X f 5j g Bü Picard 例外 值 . 
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6G) (ac DG-c-D-eG6--DGTD Khna-—2t 
34b =— 2 F 43i JB 1,229 f ft Picard (HE 1,529 e 
Picard 例外 值 . 

《6) 了 十 g 尘 0, 仪 当 a 十 5 二 0 成 立 , 此 时 土 1 为 f 与 g 的 
Picard 例外 值 . 

(7) fgz14X3 ab = 二 1 或 4 一 8 二 0 成 立 , 此 时 0,co 为 f 
5j g 的 Picard 例外 值 ， 

(89) (f —a)(g 一 候 三 分 ,其 中 a 一 二 — a nt 
asco 为 了 的 Picard 例外 值 ,5,co 为 g 的 Picard 例外 值 . 

(9) (ff 十 1(g 寺 1) 尘 4, 仪 当 (a 十 1)B5 十 1) 二 4 成 立 , XE 
时 一 1,50 X f 5 g 的 Picard 例外 值 . 

(00 (fF 一 DD(g 一 1) 三 4; 仪 当 (a 一 1)G5 一 1) = 二 4 成 立 ， 
此 时 1,00 A; f 5j g &* Picard fH. 

显然 定理 10. 3 为 定理 10. 4 的 特殊 情况 . UE 


Liz) = Ca, — a; — as)2 十 (2aias — ayd; — a83) 
(2; == alz 一 dj) 


其 中 asana 为 三 个 判别 的 复数 , 则 分 式 线性 变换 工 (=) W asa, 
aasi5 分 别 变 为 1, — 1. oe Lla) Lla). BIRET LGO 容 
易 把 定理 10.4 推广 到 … 般 情况 ,在 其 结论 中 令 a — a;, 即 得 下 述 
结果 , 它 是 定理 4. 3 的 另 -- 种 形式 . 

定理 10.5 设 f 与 &g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,aj(j — 1,2,3,4) 为 
四 个 判别 的 复数 ,二 aj(j 二 1,2,3,4) 为 上 与 有 的 CM 公共 值 , 则 了 
5g 必 满 足下 述 七 个 关系 之 一 ， 

G) fg. 

2) LY) + Le) =2, {L4 a, = L3) 成 立 , 此 时 cz， 
a, H f 5 g H Picard WAME, ZHE Caraga a) — — 1. 

(3) L) + Lie) =— 2,1434 a, = L7!(— 3) 成 立 , 此 时 
a14, À f 5j g 的 Picard Hh, Z HE Clai saia) = 1. 

(4) L  L(g) 50,0352, — LO 成立, 此 时 a1,as 为 
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f 3 g 的 Picard AME , 3€ E Ca ,2;,a5,a,) — — 1. 

(5) LOO e Lg) =E 1 [04 a, = L71CO0) 成 立 , 此 时 a.a. 为 
7 与 & 的 Picard BAME ZEHE Cassa, saira) — — 1. 

(6) CLCÓO «12: CLGD 0 m 4 4a, — LC 3) 
W ETT auos 为 £5 g 的 Picard 例外 值 , 交 比 (azyasyai ;44) 二 
s 

(CD AN — 12 Elg) — I2 4 [3a L (G0 RR, 
此 时 a.a; 79 F E g 的 Picard 例外 值 , 交 比 (aiyasyazyay) 一 一 1. 

由 定理 10, 5 ,容易 得 出 下 述 

Ro B/S SERERE SE a; 0 — 1.2,3,4) 为 四 个 判 
别 的 复数 , 且 aj(j = 1.2,3,4) 为 了 与 g 的 CM 公共 值 . 如 果 

Tag (2a, — a, 一 a;)a. + (241a; 一 aa 一 a;a;) 
(a; — ai) la, — a3) 

#0, 3, f 2g. 

为 了 证 明定 理 10. 4, 我 们 需要 下 述 引 理 . 

引 理 10.2 HS) 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,ai,a; 为 两 个 判别 的 
ERAP WMR asa: 为 f(z) 的 Picard 例外 值 , 则 

a,e* d; 
f(z) = MU. 

其 中 aGo 为 非常 数 整 函数 

显然 引 理 10. 2 为 定理 1. 42 的 系 2 的 另 一 种 形式 ,其 中 e“” 一 
e", d [88 10. 2, 容 易 证 明 下 述 引 理 . 

引 理 10.3 设 .8 与 8 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,co 为 其 CM 公共 值 ， 
ai» az, 25 为 常数 , 目 a 天 easyal Æ as. WM a sa: 为 了 的 Picard 例 
外 值 ,etyas 29 g 的 Picard 例外 值 , 则 


f ag’ 十 a; ay 十 a; à; T a,€* 
一 一- 一 一 cs pni udi 


etl ET etl X g= e&4H-1" 
其 中 a 为 非常 数 整 函数 . 
W. ”由 引 理 10.2， 
E a, tá (10. 1.3) 


eti’ ES FFI 
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RB a5 8 HAEA ROE ERE. 再 由 引 理 10. 3 的 条 件 知 


了 一 ae， (10. 1. 4) 
g7 d4, 


其 中 7? AERA, Ho.. 3, 0: 1:4) 得 


(a; e ape” + lai 一 aet” = (a, nd aef — d$ 7 i 


(10.1. 5) 
应 用 定理 1.56. p (10.2. 52 知 ， 
(a; — ade = a, — a, IX (a, — a, et = a, — a. 
由 此 即 得 ef — e^ sk «^ — e. F E 
E e 十 a; 十 ase" 
e+ l 或 g £17 
FEHEM 10. 4. 
由 定理 10.4 的 条 件 知 
fcc (10. 1. 6) 
g—1 
ftl = eh, (10. 1. D 
£g£--1 
CEOs eo cipis (10. 1. 8) 


(g — a)l — b) 

R'P 5 hot WERA. RS Eg eh Elh 1 e^ E 1 
Hi C10. 1.60. (10. 1. 7) 得 

f eh 十 eh -- 2eh7* - 2 — eh — eh 


*, 
eh — eh g 


我 们 区 分 十 一 种 情况 . 

Hd e = c Hp ce 0,1) 为 常数 .由 (10.1.6) 知 ,一 1 
HÀ f 5 g 的 Picard 例外 值 . 

如 果 < =h Watt / 55 g 的 Picard 例外 值 , 再 由 引 理 10. 3 


ARA (10.1. 9) 


fi 


(10. 1. 10) 
其 中 x 为 非常 数 整 函 教 . 把 (10. 1.10) 4&A (10.1.00 £8 e = 一 1,a 
= 3, 这 正 是 关系 式 (2). 

ma seb, a EREA 
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{RA (GIO. 1. 6) 得 


a—1 &—1 
zi 7E 及 a—1-*^ 
由 此 可 得 c — la 4- b — 2. REB C30. 1. 95 得 
Pm "aUas d _ 3— eh 
eri! S lr 
D T BaH f ff] Picard fl £C I 5 75 g ff Picard 例 
外 值 ， , 且 2 二 了 一 < 再 由 引 理 10. 3 得 
ee a le 
f e+1'” el 或 ?一 e+’ 


(10. 1.11) 
其 中 a ak CAE ERE. 把 (10. 1.112 代入 (10.1.6) 得 
~ 2(a — De* + (a — 1)? =— 20 — De* 3- 6G — 1», 
(10. 1.12) 
或 
一 22 一 1)e 十 (aa 1)? =— 2(b — 1) + (b 1ye 
(10. 1. 13) 
因 a Æ 5. ECCO. 1. 12) 不 可 能 成 立 . 由 (10. 1.132 得 
—2ta- 1) = (b —1* 及  —20—1)-2 (a— 1X. 
解 得 a—2-cl3ib—2-c V3i. 这 正 是 关系 式 (3). 
其 次 , 设 e 三 cc, 其 中 cl 了 关 0,1) 为 常数 ,与 前 面 类 似 , 训 得 关 
系 式 (4) 与 (5). 
B=, Reh = cc jp c 0) 为 常数 ,如 果 一 1 与 1 为 了 的 
Picard 例外 值 ,由 引 理 10. 3 得 
Ld - . (10. 1.14) 


把 (10. 1.14) 代入 (10. 1. 8) 得 

C1— 3200 — b) — (0 — a)l + bce + 20 — ab) (c — De 
TUITsaoü-—-5-—u-—smao0-6do-0. 

因此 
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2(1— ab)(c 一 1) 一 0， 

(1 0-a)10T 5)—(1— a9 — £x 一 0 
d c—1.acb-—03xEÉXAXXOD. FE f£—1-05/f-c 
1 一 0 有 零点 ,把 这 些 零点 代入 (10. 1.8) 得 c= 1. FÉ BL C10. 1. 8 得 
ff 十 g 三 a 十 5 其 中 a 十 5 二 2 或 一 2. 再 由 (190.1.9) 得 

2eh7* + (a 十 Be (a + bes = 2. 
应 用 定理 1,56 得 es 三 1]， eh 二 eh 于 是 e 妆 三 1, 这 是 不 可 能 
的 . 

第 四 , Bb e^o m c. Hop etse 0,1) 为 常数 . 由 (10.1.60. 

《10.1.7) 得 


了 —a)y1-5 —(0-re-c,5c 90, 


FL. (10. 1.15) 


由 此 即 知 ,2o 为 /与 g 的 Picard 例外 值 ， 
如 果 a 二 ,由 (10.1.15) 4a 也 为 了 与 g 的 Picard 例外 值 ， 
因此 


facte. g—acte, (10. 1. 16) 
其 中 ag 为 非常 数 整 函数 . 把 (10. 1.16) 代入 (10. 1.15) 得 
(1 一 ce 十 [fa —10D — la - DeJe* t CCGa 十 1) — (a 一 1)c3e8 
一 人 -一 1)(2 — 1). 

再 由 定理 1.56 得 ett —1-- a5, (a4— D —(acT Dc—0X 
(a + 1)— (a — Dc 0. WIB c= l,a 一 0,e! 一 ec 因此 了 一 
egg 一 上 ,这 正 是 关系 式 57). 

如 果 a 关 65, 车 ff 一 2 二 0 与 1 一 6 二 0 均 有 零点 ,把 这 些 零 点 
代入 (10. 1. 15) 得 


(a 06—1D. .g6*20G-—1. 
(a— DOT D G$—DGTD- 


由 此 可 得 < 二 一 1,ab = 1. BRE e^ — eh, Sii (10.1.0 得 了 一 
eh^,g — e 这 也 是 关系 式 (7). 设 < 为 了 的 icard 例外 值 , 则 5 为 


Ch 
8 的 Picard MIME, Ha TD = c. 因此 


c. 
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f-—avdcg-9b-- e, 
其 中 a,8 为 非常 数 整 函数 . 代入 (10. 1.15) 得 
(1 + b — 2ab)e* — (1 4- à? — 2ab)e — (a — b)e^*? 
= 2(a — òb) lab — 1). 
应 用 定理 1.56 得 
e**? = 2(] — ab), 1 + &* — 2ab = 0,1 +a? — 2ab = 0. 


解 得 a = 土 — a, if —a)lg — b) = $ ORE KG 


(8). 
第 五 , 设 eo^ — c, HB eC 0) 为 常数 ,由 0.1.6, 
(10. 1. 8) 得 


d DEET ES. = (10.1.17) 
如 果 c 关 1, 由 (10.1.17) 知 , — 1,00 tA S g ff] Picard 例外 亿 . 
设 了 = 一 1 十 eg = 1 Heh Rp a, 为 非常 数 整 函数 ,代入 
(10. 1.6) 得 


€^ + Deh — eth — 3, 
Tii xERE 1.5648 — e"*^ = 2,2" + 2e^h — 0. B f£. — — 1 — 2e^5, 
& 7 0o — 2e ^. BRACO. 1. 172 化 简 即 得 
COL — a2€1 T 5) — ceh + 202 -F a +h — eheh 
= (1d a) +c — 4. 
因此 
(AHOULE — 4e — 0, 
(22 +a cr 650—c0-—0, 
(Q0 a) 4- De — 4 — 0. 
解 得 c= 二 一 1,a 一 1 或 一 3,6 = 二 一 3 或 1. 这 是 不 可 能 的 ,于 是 c 一 
1. 由 (10.1. 17) 得 
(2 — a — 6)fg + (ab — CF + g) + (a +b — 2ab) = 0. 
(10. 1.18 
1810.1. 9) RAQO. 1. 18), HERE e^: £ 1, 化 简 即 得 
(a + b — ab — le m+ (3 — a — b — abeh h, 
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— (8 — a — b — ab)»e ^ =a + b — ab — 1. 
HEM 1.56 (& e^ — 1,3 — a — b ab = 0. BE e^ = e^, AR 
入 (10. 1. 9) 即 得 
f =- 2e — 1, g= wh], 

这 就 得 到 关系 式 49). 

第 六 , 设 e 纹 -一 c, 其 中 c( 关 0) 为 常数 .与 第 五 种 情况 类 似 ， 
可 得 关系 式 410). 

dg (10.1. 9 代入 (10.1. 8) 化 简 后 得 

(1 Hath t abeh t 4e!h 75 € (1 —a 一 上 十 ab)e 

120 —ab)eh hh —2(2 十 a Hehhh —2(2 —a —b)eh hos 
— (1 +a +b pab) —(1 一 a 一 6 tabe 4-2(2 +a +b)et 
+ 2(2 — a — be — 2(1 — ab)eh*h = 4, (10. 1.19) 
应 用 定理 1.54. Bb C10. 1.190. H, hh efi hh e ho, 
eti th 7^ hth REDATRA 对 于 这 五 种 情况 «38 E Ep RI 
情况 的 分 析 ,都 可 得 出 矛盾 . 

这 就 完成 了 定理 10. 4 的 证 明 . 

关于 定理 10. 4 HER, ARR, K. Tohge'*. 


10.1.4 Brosch 的 一 个 结果 


我 们 首先 引入 一 个 引 理 . 

引 理 10.4 — Ub f 5 e dE EOESU S36 0.1, 02 为 其 CM 公 
共 值 .再 设 ab AUSSIE Hab 550,1. iE 0g f —a gg — 
b WIM” 公共 值 , 则 了 为 g 的 分 式 线性 变换 . 

引 理 10. 4 是 定理 5. 37 的 改进 .从 $5. 6.4 节 定 理 5.37 的 证 
明 容 易 看 出 , 引 理 10.4 成 立 , 由 引 理 10. 4 容易 得 到 下 述 

518 10.5 设 了 与 有 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 一 1,1,coe 为 其 CM 
公共 值 ,再 设 a,6 为 有 穷 复 数 , 且 4a,5 关 一 1,1. 如 果 0 为 了 一 < 与 
g —b I" CM" zB LI f 必 为 g 的 分 式 线性 变换 ， 

1989 年 ,G. Brosch” 在 其 博士 论文 中 证 明了 下 述 结 果 , 它 是 
定理 10.4 的 改进 . 
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定理 10.6 设 f 与 & XERRA. — 1,1 为 其 CM 公 
共 值 ,ce 为 其 IM ZEB. HS 二 labi, Enmacb.ayby-—1l.l 
oo. WR E,CS) = ES) N S A e 的 分 式 线 性 变换 . 
ur. 由 定理 2.18 知 ， 
TG.f)- OCT Gr,g), (r& E), 
TG.g)— OC £D), CE). 


p 
a+b -2 f - g a —b +r AM SH g 
A 2 Pel FFI’ 2 ed PE 
PN NN PES EE UE 
f—a fb g—-a grb 
了 Ka tbt 2)ta tb- Df o tat — a5)3 
(P -—-DQ-og-D 
gab 2: 5 — 20g t ( (a 十 D — ab) 
us) -—1-—aaoo-» 
(10. 1. 20) 
显然 有 


mm 人) 一 (rr)， 
H A BRAIRE f S g 的 极点 出 现 . 设 zo 为 了 的 力 重 极点 ， 
为 g 的 9 HEBES UI xs 为 全 的 第 一 项 的 4p — (Gp 十 1) = 2p — 
1221 8 43.29 A 的 第 .“ 硕 的 44 一 (24 十 1) — 29 — 121 X 
PATENTA) 一 0. 这 就 导出 

Tlr.A)= St. f). 
ü Nt. f) ASEP). 
如 果 AZO 

No & NGA) ETEA + OD = Sr,f), 


ix E—- FB. TE A =0. 由 (10.1.20) 4, 为 了 与 5 的 CM 公 
共 值 . 
设 Nolr,a) 表示 了 与 g 公共 a 值 点 的 计数 函数 ,No(r,6) 表示 
T g 公共 4 值 点 的 计数 区 数 . 我 们 讨论 下 述 三 种 情况 ， 
CD RE N, Ca) s SCr, D. 
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设 = 一 (10. 1. 21) 
显然 有 m. —SG. D. ERANG ANASO, SA) BE A 
了 与 g 的 CM 公共 值 , 故 也 有 NN(r,8) =S, f) FE 

TG.8) = Str. f. 


WR S 250,H00.1. 210 得 
Natra) & NE) = SCr,f), 


这 是 一 个 矛盾 , 故 ô= 0. 再 由 (10.1.21) 知 a 为 1 与 g 的 CM 公 
共 值 . 这 就 得 到 ，-- ll 为 了 与 g 的 CM 公共 值 . ce 为 了 与 g 的 
IM 公共 值 , 由 定理 4.5 知 .为 8 的 分 式 线性 变换 . 

(2) BUE Na Gr b) Æ SG f) SL OD 类 似 , 也 可 得 到 定理 
10. 5 的 结论 . 

GO RIEN ir.a = 二 Sr 了 No(sD) = Sr, P. Dl oy f — 
a 5jg 一 5 的 *CM” 公 共 值 ,也 为 1 一 5 与 g 一 a 的 “CM” 公 共 值 . 
再 区 分 两 种 情况 . 

O B Nt fosse St D. MM oc f£ Sg 的 CM 公共 值 .于 
是 -LLS SgBICM 公共 值 ,0 为 了 上 一 2 与 8 一 已 的 <CM? 
公共 值 .由 引 理 10.5 知 ,/ 为 g 的 分 式 线性 变换 . 

GD Jib NO.) = Sir, f). 


WE NC —D- Erig) ESEN = SeN). 
: qur EP NN mel. 
设 F- ! a G J =g: 
则 NED = $0). NoE) = SF), 


NGO := S(r.{7), xc, do —SrF), 


且 工 为 五 与 的 CM 公共 值 .由 定理 3.30 知 ,F A G BR x ERE 
ARÉSCPGE CS ag 的 分 式 线 性 变换 ， 
iR No -p- Ne,- LESEN S, 


与 前 面 类 似 ,也 可 得 到 f 为 g 的 分 式 线性 变换 . 
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T 
No =N h z—p HSN ESOP), 


Nep =No, 1 ESED x SG. f. 
E a 


设 
Sus 和 
并 设 
=at DA (arbt2) :HFA 
EEU 


设 f(z1) =a glin) [= b ARRE H) [= 0. RH oj 
Nr, )€NG dp SG. x; TG.H) 4 SG. 


L 
f 二 
-— Sf» 
这 是 一 个 矛盾 . TEH —0,BE 
"T M Me Q—-a2-2» 
fee 
cad r5 
设 f (zs) =b, gl) =a. 容易 验证 G(z:) — 0. 与 前 面 类 似 , 可 以 
证 明 C 三 0. 
& H = 0.G = 0 4 A, A, 积分 得 
Jfa imd. 


Jb ^ ga 
其 中 <( 天 0) 为 常数 . 由 此 即 知 ,f 为 g 的 线性 分 式 变换 . 
这 就 完成 了 定理 10.6 的 证 明 . 


10.1.5 具有 IM 公共 值 集 的 唯一 性 
1986 4E, AHR 4| 1E T Gross-Yang?? 的 一 个 结果 ,证 明了 
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下 述 
定理 10.7 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ， 

S; 一 jaje, H- Brrrsa, + O1 — 105] G — 1.2. mD. 
其 中 5656 关 0,55 N S, EG s jo mlc» A WMR ES) = 
ESD (—1,,.-.m)8l f =g. 

证 - — XRAAfK—gRgXAbR—1,2,7,n—1.B89 Wl a, Cj — 1. 
2, m) 1978 f£ ff Picard 例外 值 ,aj 一 (n — Db (GG — 1,2,m) 
均 为 g 的 Picard 例外 值 , 这 是 不 可 能 的 . 同 理 也 有 8& — S E kolk — 
1,2,7*,2 — 1). 


Riz f Æg AiR Nevanlinna 第 二 基本 和 定理 
o ael 
AVE A 1 
(im — 2)T Gf) « > Cr 一 人 二 三) 十 SCr 门 


:0 


; acl A 
zh : 2 E i 
€ Nir, 一 一 ) -+ SON NE 
u "rf Ep T 2 (7 Tuc 


— 1 ! 
gg ZU r T TS.) 


sSdm—1TGG)-ETG.g) +H SeN. 


mesi 
inm — 2T (r,g) « (2n — 120 Cr, + T(r,g0) 十 SCr 8) 
gilt Bp dS 


Gin --22 UC Gn D) E T on) 2n — DIT GS D TG! 
H S.D H Serg). 
因此 
nn = DATEN ^ Tog) «SG. S. 
因 m> RERE. n E Áo g. 
在 定理 10. 7 P, HE n 一 1, 即 得 出 定理 3.1, 因 此 定理 10.7 是 
Nevanlinna 五 值 定 理 的 推广 . 


_ y 2 
a1 = 0, Q. = 2, = -一 一- 一， 
设 1 2 Y az ; > | z 
/2 


， $;—Í(aj,a;d-1) (fj 二 1,2,3,4). 再 设 
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c TREE g(x) 一 EA o 
(472 一 1De 十 1 (Y2 Det 
2: EE ES = E,CGOG — 1,2,3. 0, fB f£ E g. 这 个 例子 表 
88,4 n — 2 时 ,定理 10.7 中 条 件 m > 4 是 必要 的 . 

1986 FAAA ERT FAE 

定理 10.8 iI 5g WOEsGRÉ. 


,7 (ed asco awe t ag"; G= 1,2, ,mm), 


其 中 w 一 exp: aac t0) C} D 1,2,7,m),S5, f S, E gCA 


J) = 


A jdm > 214 É mR ERG) — E, SDG — 2:00. 
"S8 yes Coe 


dE. BE ~ 2" s g 一 c)", 由 第 二 基本 定理 得 


: OX Ti 1 
(nm — 20T Gf o L LEN g-S err t Se 
« Ni, i HSD 


m (了 一 上 一 (一 cj 
nT N d TG. HSA). 
同 理 
(im — 2) 了 TIrg) < 人 (rp 十 TIr,g)) tT SG... 
因此 
Gun — 22 TG, N+ Ta < 2n DG. D da TG.g)i 
4 SG. + Sorg). 
由 此 即 得 


aou 2) {T(r, 7) HTO, g) CSD + Sr,e). 


ÉHml24 二 ,这 是 不 可 能 的 ， 于 是 
| Cf — c zm (g er. 
在 定理 10. 8 中 , 设 1, 即 得 出 定理 3. 1. 因此 定理 10. 8 也 
是 Nevanlinna 五 值 定理 的 推广 . 由 定理 10. 8, 可 得 下 述 
Xi. 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,5, 一 ie Tajce—aj G 
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== 1,2,3,4), 其 中 a; x oG 一 1,2,8,4), Sj n S; = gg 天 
jO. HIR EG) 一 五 (SI 一 1,2,3,4), 则 入 三 上 或 上 十 g 三 2c， 

X2. ESSA KEARN, S, = {c + apeta- 
exp Ir e a, exp — PEG 1,23) P a 0 G=, 
2353), S, n5, 一 E gi + j). W ES) = E,CS,) (j 1,2. 


23), itl 了 三 :及 或 三 兰 c 二 【各 一 C)，exp( 士 ZU, 


我 们 过 有 下 述 

定理 10.9 设 / og AEROS, = {c + aje — 
a p G= 12a) Simo ch Ria; s 0 = 52:38; N S= 
QU, Æ jh WRES = ES (G-—1,2,3,0.B8] / 5 g X 
VES g £9. 


显然 定理 10. 9 为 定理 10.8 的 系 1 中 as 一 0 的 情况 .下面 证 明 
定理 10.9. 

H F =(f—cY,G = (g —c),b; = allj = 1,2,3), = 0, 
由 定理 10.9 的 条 件 易 知 ,56;(j — 1.2.3.) 为 下 与 G 的 IM 公 共 值 . 
d FEG AER 4.4 D 得 


PN, g) TG. + SF). 


再 由 第 二 基本 定理 得 
5T, A) «c YN TF 


j-1 


ie) 


3 
+ Ns Nps tSc 


j-1 


-OENG D) HSCS) 


— TC, F) Ere 
= 4T(r,f) + SG, 
这 是 不 可 能 的 .于 是 下 三 G, 这 就 得 到 
fgg. 
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1986 4E, t Bug 9 还 证 明了 下 述 

定理 40.10 ”把 定理 10.9 中 的 S, = {c} 换 为 5S, 一 ioc), 定 
理 10. 9 的 结论 仍 成 立 . 

证 。 4P-4lLGe--—sdd.ig-nn 
3),S', — (Ct. HAE EE 10. 10 BS AR E57 G= 1,2,3.) IF 
与 G 的 IM 公共 值 集 . 再 由 定理 10.9 4 FC EX, F --G e 0. FE 
J= Rf tg = o, 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Gross, (X Bb peo, 
Tohge™ Broscht" ,Gross-Yang'!? ,Gross-Osgood'?. 


810.2. KÉRAGL T4338 


10.2.1 Gross-Osgood 一 个 结果 的 推广 和 改进 


1982 t£ ,Gross-Osgood'? 证 明了 下 述 

定理 10.11 UE f 5j g AP SESUÉER IS, — (7 1.0.5, — 
i0. WR ESO = ES) (j= 二 1,2). 则 f-—crgmÁf-:gc 
zb. 

1985 Œ , [4 3E: fj^? 使 用 了 与 Gross-Osgood'? 完全 不 同 的 方 
法 ,解决 了 无 穷 级 的 情况 ,并 从 几 个 方面 推广 了 定理 10. 11. 仪 洪 
Wn EHT 

定理 10.12 i F5 g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,S, = {一 1:08; 
= {0} S; = (oo). HIR EH GS) = 二 ES,) (= 二 1,2,3), 则 f= 十 
g E fg 

由 定理 10.12, HI 4& FE 

X. — 把 定理 10. 11 中 的 条 件 “ 有 穷 级 ”去掉 ,定理 10.11 仍 成 


时 


1986 年 , 仪 洪 助 " 进一步 推广 了 定理 10. 12, 证 明了 
定理 10.13 UL f 5 g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,S, — (cor a.c t 
' 538 * 


aw, e, + aw}, S, = {e} S; = (loo), Hin zm 2;az0,w— 
exp 22 x. 如 果 o E, SO-—E,GOG-1,2,02,J[f—c-:£g— 


ix des =1 (f — olg — c) =s, Hp 9 -—a7. 
证 . ， 设 


EER 10. 13 的 条 件 易 知 ,0,1,cc 为 下 与 G 的 CM 公共 值 ,注意 到 
n ze22,Np$eyDÉ 
N,sG 1) + Ns GF) = 0. 


再 出 定理 :7 得 天 二 各 或 下 G 拓 1. 册 此 即 得 定理 10.13 的 结 
ie. 

rh xEXE10.13,Bp48 TF 3 

X. — Wb 5g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,S1 — (rust w}, S; 


2c(0],5, = 100); JC Ht S 2w = exp C22), 如 果 Ej) = 
E,G0Cj — 1,2,3, U £— tg, EPn Rf gmskRHS— 


显然 定理 10.12 为 定理 10.13 的 系 的 特殊 情况 . 我 们 还 有 下 
述 

定理 10.14 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 消 数 ,S) — {a} ,5 一 
(24,8, 9 la,,a b ,其 中 a,Gj 二 1,2,3,4) 为 四 个 判别 的 复数 , 交 比 
(a, raz ray 0,) m 1. 如 果 五 rz(S E, (SDG = 1,2,3), 出 = 
EE g —a alf — alg — a) 


pA E E iod — —» 
o4. 7 zea uU a a) m i uy P 


了 一 al ,ai 一 as C = 二 Cs 2 
VW c j € * . 
f— a: a-—a 8 一 6z 2 一 Qi 


由 定理 10.14 的 条 件 知 ,S,' = (0),S, = (00),8, — (1, —1) H3 
AF58GBHCM 公共 值 集 . 由 定理 10.12 4 F — EGER FG 
c 1i. HERBEM 10. 14 的 结论 . 
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1991 Æ ,Jank-Terglane'? 改进 了 定理 10.12, 证 明了 下 述 . 

定理 10. 15 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 阔 数 ,0 为 其 CM 公共 值 ， 
co 为 其 IM 公共 值 ,5S = {一 1,1} 为 其 CM AHER. MS =g 
m f-.guit 

应 用 Jank-Terglane'" 的 方法 ,容易 证 明 下 述 结果 , 它 是 定理 
10. 13 的 攻 进 ,也 是 定理 10. 15 的 推广 . 

定理 10. 16 设 f 与 8 为 非常 数 亚 纯 闫 数 ,c 为 其 CM 公共 值 ， 
cc 为 其 M 公共 值 ,S$ 一 {e 十 asc Haw, -c 十 aero 为 其 CM 
ZEE Fo n> 2.2 0w = exp E), WI f eem iG — oO. 
其 中 心 一 1 或 (一 CC 一 ec 一 5 其 中 光一 ao。 

证 ， 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 c = 0,a 一 1. 否则 只 需 用 二 < 与 
名 一 分别 代替 了 与 g 即 可 . 

设 下 二 户 ，G 二 g". 贝 定理 10.16 的 条 件 知 ,0.1 为 下 与 
的 CM 公共 值 ,ce 为 与 G 的 IM 公共 值 , 且 

Sir, E) = SG) = SO, = Str,e). 

我 们 区 分 两 种 情况 . 

(OD 很 设 NG,D SG... 

注意 到 F.G 的 极点 的 重 级 均 大 于 1, 因 此 

N'(r,oo) ze Str, F), 

其 中 六" 0.00 43268 F 5 GM USKCT 1 ARRA R, k 
Rem 计算 次 数 . 由 定理 5.5 AL F C. FE SSIS w HEr I 

(2) 假设 iR = Se, J) BEA PE RII RU. 

a) Bi Ne ) 关 SG, 让 . 因 0 为 1 与 g 的 CM 公共 和 值 , 故 


Nost) 天 Str 轧 . 显然 
Nar pP > Nr, HD ESEN), 
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Nat, E) > 2N r,t) +S, P). 
令 
— 
则 mG.AD)-—SG.DO. Big F SGH CM 公共 值 , B NG,F) 
= S(r, N,N r.) = SG,D. I NGIAD = SG. D. T 
Tir, A) = Ser, f). 
. 如 果 入 关 0, 显 然 有 


NaF) SNG,A) So, f). 


De Md Phu A = 0. 积分 得 
F—1=e(G—1). 
Hp ceo) 为 积分 常数 .把 与 g 的 公共 零点 代入 即 得 c 二 1. i 
下 三 G. 于 是 / 圭 tg, 其 中 二 二 1. 
Gi) 假设 No = Sír, f). FÈ 


NPN e, O RAN BASARA F 


与 G 的 CM 公 共 值 .由 定理 3. 30 得 下 三 G 或 下 ,G 三 1. 于 是 了 = 
tg ,其 路 二 1 或 fg 二:, 其 中 ”二 1. 


10.2.2 定理 10.13 的 补充 


1986 ZE 4 DER? 证 明了 下 述 结果 , 它 是 定理 10. 13 的 补充 . 

定理 10. 17 设 了 与 8 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,9, = ic + asc 
Gu. au" 1G =Z 1,25.8, = (eo) Erw = exp (I) i 
Z3$.a3 0,al Æ av. iR E;(S) — E,CS0( — 1,2,3)2. WF 
一 cc 三 tlg — c) 4, RP n 1. 

jr. EF-—(G-—««or,G-2(g—cor.Ap-a, A, = a3. E 
定理 10. 17 的 条 件 知 ,A1,4,,co XS F S5 G 的 CM 公共 值 . 

假设 f 关 G6, 由 定理 5.4 知 
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NaoGr,F) -E SG ,F). 
于 是 
NG,F) == NG,6) = Slr, F). 
再 由 引 理 4. 5 An 
Natr, $) = Sír, F), Nor $> —-Sí(r,.G). 
注意 到 ”之 3, 于 是 
or, 二) = sedo, Neg - $6.) 


应 用 定理 3. 30 88 F-Ge A R F GIE A, RE A = a ar 
= A AEAF. pdÉF-G.BPH BIER 10.17 的 结论 . 
我 们 还 有 
定理 10.18 把 定理 10.17 中 的 S, = (o9) 1&5 8, — {ec}), 定 
理 10.17 的 结论 仍 成 立 . 
1 


rd 1 
E R F-H—.c- 


g—c 
Let) —1,2),8',— (oo). 由 定理 10.18 的 条 件 知 ,S',(j = 1, 


a, 
2.3) 为 与 G 的 CM 公共 值 集 . HER 10.17 & F" G^. FE 
— c) z (g — c)", 由 此 由 得 一 c 寺 1(g 一 0) ,其 中 f" 二 1， 

1990 4E (C Ez Rp 7 证 明了 下 述 结果 , 它 是 定理 10. 13, 定 理 
10. 17 的 补充 . 

定理 10.19 设 / 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,S; 一 tc 十 eic 十 
ago, c + aj) G = 1,2,3), 其 中 必 — exp 255) ,nm z 3.4, 
a? a? E HHR) 如果 EEj(S,) = ES (Go1,2,3),W] f — c= 
tlg c) Epris]. 

证 . 如 果 ayasyas 中 有 一 个 等 于 0, 由 定理 10.18 知 ,定理 
10.19 的 结论 成 立 . 下 设 2,209 — 1,2,3). 

BF-—Q-—corG-—g—coO,Ai—ab5,4 = a, A, = af. 
由 定理 10. 19 (94& TET 1,4, A, F 5 G 的 CM 公共 值 . 
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1 1 
S'; = P A 


Bit F ZC. 由 引 理 4.5 知 
Ngor, F) —Sr,.F), NaG,G) -— Slr,G) E 


Natri $) = SCF), Nar, d) = S(r,0). 


G 
REA 3 TE 
NG,F)-—Si,F), N(r,6)-—SG,G), 


Nc. = St{r,F), Nc,» = Slr,G)., 


应 用 定理 3.301488 F G= AR F - G— AI. EER At — ain se ar 
= AL — TOF. TE F = G. 由 此 即 得 定理 10.19 的 结论 . 


10.2.3 与 Gross-Yang 一 个 问题 有 关 的 结果 


1982 年 ,Gross-Yangcu 提出 下 述 问 题 ;是 否 存在 两 个 集合 S 
= {a a) 8, — (b, b) ,使 得 对 任意 两 个 非常 数 整 歇 数 / 与 g ,只 
要 满足 EGO = ELS) G= 12) VAS = g? 

在 同一 篇 论文 中 ,Gross-Yang 研究 了 两 个 集合 Si = (asas 
S: = (bs bi RIF a + a = b, r5, 对 于 两 个 非常 数 有 穷 级 整 函 
数 了 与 g, 当 五 1/(S) 一 Ei(S))( 二 1,2) 时 ff 与 8 应 满足 的 关系 式 ， 
然而 他 们 的 结果 是 不 完全 的 .1985 E, DLE WD 完善 了 
Gross-Yang" 的 有 关 结 果 , 证 明了 下 述 

定理 10.20 设 f 与 g 为 非常 数 有 穷 级 整 靖 数 ,S) lai). 
S: = 从 ,B51) BF a, Æ a,b, 3E bsa, Ha: = h + 56; = c.a, x 
bb, in EGO) — ESD UGI, 2) ll £ 5 a 必 满 足下 述 五 个 关 
系 之 一 ; 

O fzg, 

(0) f+g=c, 

Gi) (f —2)g— )-4( 
(b, — 5? 二 0 成 立 ， 

Gv) (f ~a)(lg — a) = (— 1) (a — a) (j,k = 1,2), 
仅 当 3(2, 一 a) + (5, hY 二 0 成 立 ， 


a&i 一 


2 22y H Ca =A a)? + 
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C) Cf-—b50(g— 5b) = Db — b!G,k — 1,2) dX 
3é (2, 一 a)? 十 3( — 5)! — 0 成立 . 

1985 ££ , S BERD C9 26 H1 T EM 10. 20 的 两 个 证 明 ,第 一 个 证 明 
比较 长 ,这 里 不 再 给 出 , TAERE, 第 二 个 证 明 将 在 定理 
10. 22 后 给 出 . 由 定理 10. 20 易 得 下 述 


X. ”假设 定理 10.20 的 条 件 成 立 ， BEC = z—1, 


m = RETE TETE T 

AEDE WRT E0. 17 Pn — 2 W ERT FER 
X. 

定理 10-21 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,5S) 一 (asar) 
(5,5, 193 = (oo) ,其 中 人 Æ a,b Æ brda Ta = ġ, T5, = €54,05 
zh. MRI Eg S+ gÆEc HHE) 二 E165)) (7 —1,2, 
3) , 则 

(1) Tor, D = Tp) tSr, D. 

(2) NT = Sir, f), 

(3) Moe du No, z) TNG, 


j=1 m 


) 


=E AT G . f) + SCr, f). 
zi — Ey C2 
F=f 2) ， CG=(g 2) , 


ac GL yo by 容易 验证 
F—a-—(f—aJ)0(f —a),F-—b-—(Q—bXKf—b) 
G — a = (g —a,)(g — a:):G— b= (g — blg — b). 
由 定理 10. 21 的 条 件 知 ,ea A b,a, boo S F E GE CM 公 其 值 ,并 
H FÆG. WE 
G—a-eU —a), G—b-—e6(F—5), (10.2.1) 
其 中 pa JERK HE e^ 闫 1,er lu^ sb en 显然 还 有 
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T(r,G) = OCTG,F)) (r & E), 
Tr,e) +T, e) = OCT Gc, F),G& E). 
& C16. 2. 15 得 
p 5—atca—bo.t* zæ t ta-b 


ei 一 e? e 3 ij e^ 


(10. 2. 2) 
显然 下 的 极点 必 满 是 0? 一 1 一 0 及 9 -p —0oEg—p- 
0, 则 err? 三 常数 ,此 时 下 没有 极点 .着 q — p 关 0, 则 

NGF) S 2N (riy) « 2TG4! 一 加) 4-000 
= Sír, f). 
于 是 
Nr, J) =S, f), (10. 2. 3) 
这 就 证 明了 (2). BARF WO AU E be — ae^ ta —- 6 —0 R Bo'e* 
— ap'e* = 0. Xr bg? — ap'e^ = 0, ll] be — a e = ECL EISE F E 
FA F bg'e* — ape zE 0, Wl 


l4 eux 1 
NG. y? x 2N Unde — ape — ape?) 
1 
一 2N GE ran — api?) 
rd 2T (r,e?) 十 SG, f). 
于 是 
Ni, ——)« Ne, p) + SG,f),. 00240 
-E peto 
2 
由 第 二 基本 定理 得 
AT Gf) NGA Mili c CRM IC Ly 
+ NGÀY pd. l5 ENG 
TD. 
TSG,.f). (10. 2. 5) 


再 由 (10. 2. 35, (10. 2. 4) 得 
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TEE <N G gl  NGgl-p + Ni) 
ds (10. 2. 6) 

H 00.2.10 得 

G—F = (F — ale —1) = (F — be — 1) 


— a)Y(F — bye’ — 1). 


于 是 
NGF F? T NGF Il p cT NÉ, e — P 4 SG,F) 
-NGg-p + NG ul A) + SsF) 
ES ll 
Nri) HNC Fy) *NG D 
十 SG. F). (10. 2. 7) 
Fi C10. 2.6), (10. 2. 7) 得 
2T, F) < NGA) HSCF) 
STO,G) TOF) + S(r,F). (10. 2. 8) 
于 是 
TG,F) < TGr,G) + Sir, F). 
同 理 可 得 
T(Gr,G) « T(r,F) + Str,G). (10.2. 9) 
因此 
T(r,F) = T(r,G) + S(r, F). 
于 是 
Tr, D =T, g) +S, f), 
这 就 证 明了 (1). H (10. 2.8), (10. 2. 9) 得 
Nesh p) = ZDO) SG). (10. 2. 10) 
再 由 《10. ?2. 5), 即 得 
NG, ) = NO pD + SCr,f) 00210 


2 
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ER 
e 1 
MET UTILE LE» HNC, rd 


2 


一 AT (r, f) 十 SG,.f, 

这 就 证 明了 (3). 

应 用 定理 10. 21, 邑 可 证 明 下 述 定理 

定理 10.22 假设 定理 10. 21 的 条 件 成 立 , 且 
ls Ted) 80, 

5 

则 -5gs PER z 2 90 J8 f 5j g ff) Picard 
例外 值 , 且 Ga m e. + 一 e =Q. 

为 了 证 明定 理 10. 22 , 先 证 下 述 引 理 

5B 10.6 iJ 5g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,0,1,oco 为 其 CM 公 
共 值 , 且 Fu g. 再 设 a 为 一 个 有 穷 复 数 , 且 aA 0,1. 如 果 


Nepi TN + SG, 


Nír,- 


Ne Ey * TG. + SCr,g), 
NGD ATTAN T SG, 
Hl a — ES co 为 /与 8 的 Picard 例外 值 , 且 (/ — 5g — 22 


usen 


引 理 10.6 为 定理 5.11 的 系 2 的 直接 推论 ,由 引 理 10. 6 可 得 
下 述 

3H810.7  iRF 5C BOE SELF ZG. BE a.b, oo 
为 五 与 C 判别 的 CM AH, Ho a zm 0,5 关 0. 如 果 


NG E) x T(r,F) 4 SG,P), 


Nc, do x T(G.G) 十 Sr,G)， 
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N(r,F) x€ T(r,F)-- SG,F), 
Wl) a += 0,05 coe F SG Picard B|/ME.H | F-*G-a. 
E 设 /=Ẹ i= FE Wo, Xf Sgt CM 
公共 值 , 且 


"OE ATTN + Sc, 


NUS aA *TGcaD TsSG,.g 
Nr, f) AT, f) +See, f), 
其 中 A = pi. 由 引 理 10.6 知 ,4 一 去 二 与 0 为 /与 8 的 


Picard BIME EG 一 当 ) (g — 30 = E. 由 此 即 得 引 理 10.7 的 
结论 
应 用 引 理 10.7 即 可 证 明定 理 10. 22. 我 们 仍 采用 定理 10. 21 
证 明 中 的 符号 . 与 (10. 2.11) 类 似 ,我 们 也 可 得 到 
Ni, —L— — NG aD + $6.5. 
&—y 
再 由 定理 10. 22 的 条 件 得 


1 =) Æ Trg) + SCr,g). 
8-7 
于 是 五 与 各 满足 引 理 10.7 的 条 件 . 由 引 理 10.7 即 可 得 到 定理 
10. 22 的 结论 . 由 定理 10.21 和 定理 10. 22 可 得 下 述 
* i. Ge 10. 21 的 条 件 成 立 , 且 
> ON CE es D NO Fs s SIG SG, 


i=l 


则 定理 10. 22 的 结论 成 立 . 
系 2. ”假设 定理 10.21 dr sue 
ac E Ney 2) = ITN ESEN) 


或 
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Nir, 


MEET i NC yl ZO = TG HSA). 


下 面 证 明定 理 10. 20. rm 10. 21 证 明 中 的 符号 ， 
由 定理 10. 20 的 条 件 ,我 们 也 可 得 到 (10. 2. D RP sa PIU RE 
式 , 由 第 二 基本 定理 得 


TG.) « Nip 4D + Nep d apt So 


<T r, J) +S, f). 
于 是 


ITEE ") T S,F )« NG.g 
再 由 (10. 2. 7) 即 得 


l—) < TF) + SG,F). 


TG.F) SG <N Gz) < ST F) + SG.F). 
(10. 2. 12) 
同 理 可 得 
TOP) + SG.F) < NG ji) < FT,F) 
oe (10. 2. 13) 


由 (10. 2. 12),(10. 2.13) 即 知 ,多 项 式 上 的 次 数 等 于 多 项 式 4 的 次 
数 . . 
BR F-—G,U| f gzXf-gecix 0C 或 ii), 下 面 
fii f Eg JS + gEc N FEG 如果 
N D ETOD ESOP), 
I= 
由 定理 10.22 即 得 kiii), 下 面 假设 
No, —-—) = TG. HSD). 
Hi (10. 2. 11» E48 
NGA ETEN SJ. (10. 2. 14) 
E (10. 2. 122, (30. 2. 14) Bn, & His o 一 p 的 次 数 等 于 多 项 式 p 
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的 次 数 . 由 (10. 2.2) 得 
(F — b)e* e 一 


7 (10. 2. 15) 
注意 到 -和 一 上 二 为 整 函数 ， 出 定理 2. 31 得 
p = mq — p) + 2nni. (10. 2. 16) 
于 是 
g = (m+ 1)(9 — Pp) 2nni, (10. 2.17) 
其 中 m,n 为 整数 . 
TR m0, "A 2. 16), (10. 2. nd 
NG zz 1 "Nr ns = pP HSCS), 


NG, op = at D NO 1 pt5e. 


于 是 
NG ) c Nr. 


eg 一 


— (2m 十 — -LSG.f. 0102.19 
B Oo. 2.7) 得 
Nessi + Nen) ares 


HNG +- TPD t3. . (10.2.19) 
Bi (10. 2. 14) . (10. 2. 18) , (10. i 19 得 
(2m 十 DNG a D) 一 EN +S, f). 
prora 


由 此 即 得 x = 2. h (10. 2.15), (10. 2. 160 得 
F = (b — aX (PP putt ? 


—&a 


} 


= (b — aX e^ 十 ly. i 


(10. 2. 20) 
IERI IGTEAUSOSU ERE RA haO. 2 20) 8,5 — 3 一 0. 因 
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此 az 十 3 一 0 县 
F = b(Qe ev 十 1)2. 


于 是 

f =b t (S, — bett R f = b, t (5, — bett. 
同 理 可 得 

g =b, + lb — be ^. 3X g = b, + (5 — boe. 
这 就 得 到 (v). 


如 果 r <O, iud 2.16),(10. 2.17? 得 
Nona =p = Im INe) + SG), 


Nir ud 一 


D = m|-— DNC, D 二 SCr, P). 


与 前 面 类 似 , 可 得 mw =- 3,3a += 0, 

Cf —a)D(g —a,) = (— 1ta, — a)? (jik — 1,2), 
这 就 得 到 (iv). 

现在 自然 要 问 , 在 定理 10. 20 中 把 关于 f 5 g 的 级 的 限制 去 
掉 , 定 理 10.20 是 否 成 立 ? 定 理 10. 20 能 否 推 广 到 不 限制 级 的 亚 纯 
函数 中 去 ?定理 10. 21,10. 22 是 上 述 问 题 的 部 分 回答 . 在 这 个 方向 
-E..1987 Æ, ( HERI? ? 证 明了 下 述 结 果 , 它 也 是 上 述 问题 的 部 分 回 
T. 

定理 10.23 BS 5 g 为 非常 数 整 活 数 ,S, = (a1). 一 
{b sba HIP a, Æ a; 0, Æ b,a, + a; = PL +H b, — caua, Æ bbs. 
再 设 

NGA «c QcoQ»DTG.D CED, 


Rh Al mm EGO = EGO. G — 1,2 I £5 e DERE 
述 三 关系 之 一 ; 
(i) f+g=c, 
(ii) Cf—aD(g—aj)2(C— D!" Cla — a), G= 1,25 4X. 
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34 3(a, — a)? + (5, — b)? 二 0 成 立 . 
定理 10. 23 的 证 明 较 长 ,这 里 不 再 给 出 , TAARE. 
本 发 的 定理 证 明了 ,定理 10. 17 PHR n > 3 是 必要 的 . 


10.2.4 三 个 亚 纯 函 数 的 唯一 性 定理 


1988 年 ,K. Tohge 证 明了 

定理 10.24 WES, = {2ar} ,S52 = {birba} Si = (eie E 
FH a, + a, = b, + b; = c, e; = daa, É bibi saia 天 cica bb, 天 
€ RSh AZAERKEA RN, B ERES TEA E: 

COD 511S; 为 了 与 g 的 CM 公共 值 集 ， 

(2) S515; 为 了 与 A 的 CM 公共 值 集 ， 

(3) co Jj fg, A BL CM 公共 值 . 
则 fgh 必 满 足下 述 关 系 之 一 ，; 

© 了 二 8， /十 g 三 4d, Eh, f +h 二 4 中 之 一 成 立 . 否 
则 

GD g-hmÓ:g-—h-—d.BH 

( — $4 — $d) = Gua — ac), 


仅 当 Ci = ce. H aia, — bib, = 2(aía, — cuc) 成 立 . 
GD gg 三 有 或 g 十 h 三 d, 且 
( — Fale ~ $4) — (a, — hb), 
[x b =h, H aa— ce: = 2(a1a5 — bb) M. 
G) F- Hag ~ ta) 
=+ iq 一 二)(h ~ La) 
zl (aja; TES bib) ER k Æ 0,1, 
[LM ai à;, H aia, 一 cicy 一 Caia: — bib) RL. 
定理 10. 24 的 证 明 非 常 长 ,这 里 不 再 给 出 ,可 参看 Tohge™. 


由 定理 10.24 可 得 下 述 
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系 . 假设 定理 10. 24 的 条 件 成 立 , 再 设 al 关 4azsbi 250,0 天 
cw 则 二 g,f 十 g 三 4d,f =h, f th= d 中 必 有 一 个 成 立 . 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Gross-Osgood'?, 4X Bi 
ghas | Tank- Terglane'? ,Gross-Yang/? ,Tohgec， 


8 10. 3 KARAS 


10.3.1 Gross 一 个 结果 的 改进 


1968 4£,F. Gross'? 证 明了 下 述 结 果 

定理 10.25 设 了 与 8 为 非常 数 整 函 数 ,a 为 其 公共 Picard 例 
外 值 . BEES 为 一 个 复数 集合 ,含有 有 穷 个 元 素 , 且 SÉ (0.1 
ES) = E), U f(z) — e"? 十 a, 其 中 8(z) 为 非常 数 整 函数 ， 
giz) = ce"? +a, RB e — 1x 为 整数 ), 或 g (zx) — ke? 4. a, 
其 中 为 常数 . 

为 了 儿 述 定理 10. 25 的 改进 结果 ,我 们 引入 下 述 记 号 . 

设 araisa an 为 mm 十 1 个 判别 的 有 穷 复数 , 令 z; 一 a 一 
Ci 一 1200 Mm), 0 — 1, € 一 > zi d, = xm 03 = 
a temen y Im 一 ZZR me 

mR c 满足 

(A) ali —1)— 0 G= 1,2m), GRISE c 满足 条 件 
CAO. 显然 满足 条 件 (A) Bp c EIE — T= 是否 还 有 满足 条 件 
CA) 的 其 他 <, 要 视 o,( — 1,2, m 一 D 而 定 . 如果 o 尖 0, 满 足 
条 件 ( 和 A) 的 c 仅 有 一 个 ,ce 二 1. 如果 o 二 oi 二 … 二 o_1 二 0, 条 件 
CA) 化 为 一 个 条 件 ,c" — 1, 满 足 此 条 件 的 c mp. 

im WE 

(B) £a.,-— s, (I — 1,2,00. RIIE & ERE PE 
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(B). 满足 条 件 (B) 的 不 一 定 存在 -但 如 果 o 一 as 一 … 一 dam- 
二 0, 条 件 (B) 化 为 一 个 条 件 如 = o ,满足 此 条 件 的 上 有 ma 个. 

1985 4E, [LBERI? 改进 了 定理 10. 25, 证 明了 

定理 10.26 HS 5j g XH dETEEGIEPL SC E E 900.0 — 
8(oo, f) = Slag) —(oo,g) = 1. BEES 一 {a1y4s，…,0w) ,其 中 
Aaja," sam 为 十 1 个 判别 的 有 穷 复数 . Tx ECS) — E,(C3) , 
则 g—a=c f — a) Ape RERE, EO 一 a)(g 一 a) 
= k, HF k 满足 条 件 (B). 

先 证 一 个 引 理 ， 

引 理 10.8 ”假设 定理 10.26 的 条 件 成 立 , 则 TG. = 
TG.) 十 SCr 门 .因而 当 lA k| Bh 一 a)i(g 一 a)* 决 不 可 
能 为 常数 . 

证 . 由 定理 10.26 的 条 件 知 ,了 与 8 均 为 超越 亚 纯 函 数 , 由 
Nevanlinna 第 二 基本 定理 得 


TM E 3 lr 
mTG.f)« Ni HNOS) + DN GC Ea 


1 
& — â; 


HSN = ONC, ) + SG.) 


«mT.g) -S.f. 
[8] B ET E 
mT(rig) < mT, f) + SCr.g). 
由 此 即 得 引 理 10. 8 的 结论 . 
下 面 证 明定 理 10. 26- 
E 


ll i£-2-(0-—2» 
j=1 


: — h. 
Il (Cg — a) + (a — a)? 


显然 上 式 可 以 写成 
2je0 一 a) 一 21A — a)", (10. 3. 1) 
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B E,CS8) — E,CS5) I, ARRARAS e HERAA 
点 构成 ,因此 


NG, 1) NGA) = SCr,f). 
(10.3. 1) 可 以 写成 
i en A S uu —a)"i-—2, (10.3.2) 

为 了 完成 定理 10.26 的 证 明 , 先 证 一 个 引 理 . 

引 理 10.9 h(g — 2077 二 0,1,…,m) 中 至 少 有 一 个 为 常 
数 

证 ”不 失 一 般 性 ,不 妨 设 oj 关 0 GS 1,2,…,m 一 1). 因 为 
如 果 某 个 m — 0, 我 们 只 需 在 (10. 3. 2) 左 端 去 掉 二 项 6h(g 一 
a)"* 与 ol(f 一 4a)”*, 证 明 不 受 影响 . 

假设 h(tg 一 a)i 一 0,1, 00 均 不 为 常数 . 令 

— ej Cf —ay"", LS Sm, 

Be eos — a)y77, gm-Fisx js 2m t. 
下 面 证 明 GG = 1.2,--.2m 十 1) 满足 下 述 性 质 : 

Cif, t C. rOf, El, (10. 3. 3) 
EPCC C 为 任意 非 零 常数 ,1 E A ILe Khm H 
1. 

ARAE, H31. 10 容 易 证 明天 一 2 时 (10. 3. 32 成立. 
PREX n«Zm-El1BDOO0.3.32 E SEXE E k — n + 1E (10.3. 32 
RL BREE n E 1T3ERE CC Cu 及 nt 十 1 个 整数 
LKAL L Ax 2m-1. 8418 

Cfi d OCA. rcr Cuafgml (10. 3. 4) 
mE jstm,.BOO. 3. D.NJHETE 1. 4951 Fa Fm Fu E 
性 相关 . 如 果 A omo 1.8 (10.3. 4D 得 

£i ga Ton cb gal, (10. 3. 5) 


其 中 
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EX Cf, 
C, af ia j 
l 


Cris jl 
pi C10. 3. 50 , PY FH GEHE 1.49 51. go gio gu VREER BER SÍ 
E 7.10 知 fa rm uu, 也 线性 相关 . 于 是 存在 不 全 为 零 的 党 
数 di ,ds ,dl 使 得 

difa + difia + tt derdia = O (10. 3. 6) 
不 失 一 般 性 ,不妨 设 dnei Æ 0. 由 (10. 3. 4), (10. 3. 6) 得 
ef, H efa tH efi = l, 

其 中 esse 均 为 常数 ,由 Sadiat Sin 均 不 为 常数 知 ,ei， 
erne, 中 至 少 有 二 个 不 为 零 ,这 与 归纳 假设 矛盾 . TEH k= nt 
1 时 (10. 3. 3) 成 立 ， 

注意 到 o, 250, E C10. 3.22 得 

Sismi, 

这 与 (10. 3. 32 矛盾 . 这 就 证 明了 引 理 10. 9. 

下 面 继续 证 明定 理 10. 26. 

由 引 理 10. 9 il A Cg — 0777 一 0,1,…,m) 中 至 少 有 一 个 为 
常数 . 

fi hzc OE D LU 

Sioe =a Sed — a)" ! = a, — C0n. 


j-0 


应 用 引 理 10. 9 的 证 明 方 法 即 可 证 明 e. — 1. 因而 


1 委 ! 委 ?1 
E: = 


zi 一 区 十 1， 


(g — a)"(f — a)” + 3T — a)""(f—a)" 
j=1 
— SU — a) -]. 
由 此 可 以 得 到 ,(g —a0"(/—2)7"— 1. FË 一 a) [= elf 一 a)， 
其 中 < 满足 条 件 (A). 
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WA AQ — a)" = ce CENSO M 


Moe 一 a) — 22" (一 ar 一 om 
应 用 引 理 10.9 的 证 明 方法 即 可 证 明 ， cz 二 om: 因 而 
S ise. — 70 — a) cg — aS — a 
- Siu -ayi =]. 


HEREN, o 一 41"(f — a)" = 1. PEU — alga) 
= k EP k WERB). 

oso H hig a) ™ = na HRO HF kOm, 
则 


IUE "—i 
2,0/.(g — a = 一 21e 一 0 i S= Ip 一 uU. 


1=0 
m 


应 用 引 理 10. 9 的 证 明 方法 即 可 证 明 ,c, = 因而 


> sur -a (f —a)"— Daf = a i= 
PB 
PR EC BD e 3 HEP E 


这 就 完成 了 定理 10.26 的 证 明 . 

HE 10. 26 KERA, f sE PR 10. 26 中 条 件 06a, D = 
loo. j) = lag) = 8(co,g) = 1 1&9 Ota. — (oe — 
6(a,g) = G(oo.g) = L Ig 8 10. 26 仍 成 立 . 

1991 E np 3p BE? 证 明了 ,把 定理 10.26 中 常数 a arran 
RAS ADRAR a E) ,gstz),… ,an(z) 时 ,定理 10. 26 仍 成 立 . 这 
就 推广 了 定理 10. 26. 


10.3.2 ”两 种 特殊 情况 


由 定理 10. 26 可 得 下 述 
定理 10.27 设 f 与 g 为 非常 数 亚 纯 函数 ,满足 (a, 放 ) 
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(oo, f) 一 Alag) =0(æ,g}) 一 工 . BS {aysar san} ,其 中 


a, = a + bwl = 1,2, m), b Æ Ow = exp 27), ig EKS) 


= ES), Mi g 一 a 三 c(f —a), RH e” — lR O alga) 
=k, Kp LM 

证 . BA z= hwl j=l, 2 ,52) 由 此 部 得 c — 1,0; 
SOOSIS m= I), = (— "P". PHE 10. 26 即 得 定理 
10. 27 的 结论 

由 定理 10.26 还 可 得 下 述 

定理 10.28 设 了 与 8 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,满足 90.0 = 
slæ, f) —ó(a.g) —Ó(oo.g) =1. BE. S — lai), an) 
中 aaz tdan 为 方程 (z a)" + b (x — aX H b, = 0 Bm AIR 
WHH m 2e 3,m >k, Eom 53 E EUIS EET bs se 0,0, Æ 0. HIR 
Ej) = E,G) Wi f = g. 

证 . Mo —1.e, — (— D'b,o, = C7 lbh - 01 « 
jsm-—1. 5. EHEM 10.26 即 得 定理 10. 28 的 结论 . 


10.3.3 S &'B8—T ORB TIL 


1987 4 CHER E T Ph 

E 10.29 设 了 与 8 为 非常 数 亚 纯 函数 ,满足 8(co, S) 一 
à(co,g) = 1.82, f) +F ó(a,g) >1. FRS = {ajsa} Pa Æ 
a,,a = È la, + 2). WR ES) 一 ES), 则 f m p E fem 
2a, RJ — a)(g — a) =żŁ (a, — a) la, — a). 

于 三 人 
ai — a,—— a 

B (co, f) = ó(co,g) — 1 Bêla f) + 9(a,g) >1 可 得 (oo, 
F) = 6(20,G) —1 &8(0,F) + 6(0,G0 > 1. 由 Ej;(S) = ES) 
知 ,1 为 与 GG 的 CM AHE SHER 7.648 F— GE FG 
1. 由 此 却 得 定理 10. 29 的 结论 ， 
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定理 10.30 S= (aaa (s + a0 rh arasa; 
为 三 个 判别 的 常数 . 设 了 与 8 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,满足 8(co ,站 一 
à(o.g) = 1,6(ay 六 十 bag) > i. WE EG) = EG), Bj f 
=g RU — alg a) zs (a, — aa; — a). 

HE Bi Æ£g. $F = f—a,G= ga, Nj FEG 再 设 
6, — a, — ab, == à; — a. jh E 10. 30 WRA, 95 0b Æ 0, 
b Æ brb, +b £ ORE BL 


Slo, F) = 3(00,G) = 1, (10. 3. 7) 
8(0,F) + 800,6) > is (10.3. 8) 
Est Ub irm E CUR ALES (10. 3. 9) 
Bit 
T(r.G) = OCC GF», (10. 3. 10) 
TG. F)- OCG.G)». (10. 3. 11) 
不 失 -- 般 性 ,不 妨 说 
TOSTO CER. (10. 3. 12) 
" 


hom m ie (10. 3.13) 
EES. 3. 72,10. 8.90.6010. 3. 100 易 知 
NGA) No 1) = Ste. F). (10. 3. 14) 
区 分 下 述 开 种 情况 . 
COO fB& BEA 1. 800.3.13) 得 下 十 G= +h. BANE 
理 1.10, 由 (10. 3.7), (10. 3.8) BUT B AE E. 
(2) [RiR A =c, HH ecl 90,1) 为 常数 . 设 


六 = b Ti 


n bib, Cc —10D F, 


=— €$. ,pe 
f "blc t. 


一 一 
^tERG- 9r J 


Hi (10. 3.13) 得 


G. 
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4 


ELI 


j=l 


gi (10. 3.7), (10. 3. 8, (10. 3. 10), (10. 3.12) 得 
á 
DNG, f p =T, fÐ C &E,k=1,2), 


3-1 


4 
EN) = 3N E) + 3NC, 云 ) 


X; (A d-oQOT Gf. G € I, — 1,2), 
其 中 入 二 一 308(0,F) 2- 800,0) « 1. SV HH ER 1.5848 + 
f, 0. PE F* mm (6 十 02)F, 这 是 一 个 矛盾 . 
(3) (Bit Go; 十 5)hG 三 c, 其 中 c( 关 0) ABC m bio, o e 
3&0.) 


Aaii E I s * 1 = 
heoa od a AS d 
Bi (10. 3.13) 得 
4 
M5si (10. 3. 15) 


j-1 


Hi C10. 3. 72,(10. 3. 82. C10. 3. 102, C10. 3. 12) 得 
SUNG. f/)D = «TG £0) G& E,k = 1,2), 


j=) 


(10. 3. 16) 
INe, ) = 3NA) HSCF) 


j=l 


E (AcFoCODOTG, f) (EIT,k=1,2), 

(10. 3.17) 

RP a3 —36(0, F0 « 1. BEN JHXEXÉ 1.58 48 f, t f, 5 0, EC 
F = (b, 十 名) 下 ,这 是 一 个 矛盾 .于 是 锯 十 < 一 0. 由 此 即 得 


G=— E L, (10. 3. 18) 


Fi (20. 3. 132, (10. 3. 18) 得 
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EE. 
F 一 (b, HODE = c SY 


应 用 定理 1.13. : (10. 3. 19) 得 


. i + bibh. (10.3. 19) 


TF) = Th) + St E (10. 3. 20) 
] OF oF bb, 
Wap Bh 537 7 (b, F bh 由 


(10. 3. 19) 得 


1 


S gm 1 (10. 3. 21) 


i". 


Ei 10. 2. 72,010. 3.82.00. 3. 142 (10. 3. 20) 得 
SING.) a oU Cr ga)) tr & E), 
icd 


S N( 


» d rl) 一: aNG,l) + SCr,F» 
8, r 


& (Ar oCDOTG, g), tr & E). 
(b b) 
应 用 定理 1.5618 g, 三 1. e t gsm 0 Rith — Seite 


bibi We Eos 
(OG + 5X p RE TA. 


(4) 假设 AG* e c A Peo 为 常数 .如 果 e — 65760. 


F,h 


i 
MONDE 一 üti, 
fı € — b, Puget € — bib, P. 
0 bhth 155 
fa Uca hG, f, uM vm À 


由 (10. 3, 13) 得 


244, em 
与 情况 (3) 类 似 , 我 们 也 可 得 到 矛盾 . 于 是 c bb: = 0 k AC 三 
biba. h IE RD 
h= G (10.3. 22) 
再 由 (10. 3. 14) 得 
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N GÀ) = SSC,F). (10. 3. 23) 
B (10. 3.132. (10. 3. 22) 得 
F* — Ch, + b) F 人 (b, T bs Db, MS ES pip x a 


(10. 3. 24) 
应 用 定理 1. 13, 由 (10. 3. 240 得 
TG.F) = Ti.G) + Sir, F). (10. 3. 25) 
A (b, + 5.) 
p gı = WE FG, Aa ——— 7 BB : * FG’, Es = 
bı +h PESER 
AA G. iB (10. 3.24) 得 
2g T. 
:= 上 


由 (10. 3. 22. (10. 3. 82, C 0. 2. 282, (10. 3.25) 得 
3 
| A pen 
N Nír.g) — aC TGr.G)), (r & E», 


, 
DING. T) = ING go) + SP) 

s GC HoT, G), (r & E), 
其 中 4 过 1. 应 用 定理 1.56 得 g1 圭 1,8; 十 gs 圭 0. 因 此 下 .G= 三 
bb. 于 是 


(f ~ a)(lg a) = (0 — 4)(as — a). 
(5) 假设 AG? AG LESE EM 


. ita is th e , — b b 
Ro e eo O 
f; = h. 0.3.13) 得 
Ssn: (10. 3. 26) 
i=l 
由 引 理 1. 10, 定 理 1. 56, 定 理 1. 58, 容 易 证 明 下 述 结论 ; 
O af, +e Él 1«A«AX5 i 
GD afg Heafy oÉ DLISA hh 5, 


(10. 3. 28) 
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Gi) e 十 2 +$ csf; + ef, E i, 

| lx AX AAA (10. 3. 29) 
其 中 ccsycayci 为 任意 非 零 常数 . 

由 定理 1.48 和 定理 10.30 的 假设 易 得 f; ,fi，… ,fs 线性 相 
X. 因此 存在 不 全 为 0 的 常数 dj(i 二 1,2,*…:5) ,使 得 


X jd, f; =0. (10. 3. 30) 
iwl 
TUER — E D d. A 0.18010. 3. 30) 得 


fo cun. (10. 3.31) 
& C10. 3. 260, (10. 3. 31? 得 
a d, . 
5a mn" FREE z= 1. C10. 3. 32) 
j=l $ 


显然 1 一 A G = 1,2,3.) 中 至 少 有 两 个 不 为 零 . 由 (10. 3.27), 
(10. 3. 28) , (10. 3. 29) 易 知 ,(10. 3. 32) 不 能 成 立 . 

这 就 完成 了 定理 10. 30 的 证 明 . 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Gross? , AH PAREM. 


§ 10.4 ”中 数 具有 二 个 或 一 个 公共 值 集 


10.4.1 ”定理 10. 27 的 改进 


最 近 , 仪 洪 助 马 : 改进 了 定理 10. 27, 证 明了 下 述 
定理 10.31 iS = (a + b,a + bw, a t bun y 


27: 


Æ 0w 一 expC 77). BRE 与 g 为 非常 数 迹 纯 联 数 , 且 满足 
Alaf) +O, N) + Oa,g) + Oo,8) >4— P 
(10. 4.1) 
WR E,CS) t Ej4CS) Wi] 如 一 azt(f 一 4), 其 中 D 1.52€ (f — 
a)(g — a) = s, Ẹtf s" = e. 
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证 . RF = (他 fyr, G = E ys 由 ES) = ES) 


知 ,1 X FA CHOARI BORN 
NGC) < 2N G. i 


(10. 4. 2) 


则 
1— eO F xi 2 — 20(0,F). 
二 是 
à,(0, F) > 20(0,F) — 1. 
同 理 可 证 
loo, FN zm 208 (oo,F) — l, 
AG Z2 200,6) — 1, 
Coo G) ze 20(20,G) — 1. 
由 此 即 得 
SDF) + Oc, F) + 0,00,G) + ,0) 
zx 3(8(0,F) + 8Coo,F) + 800,G) + 8(09,G)) — 4. 
注意 到 
zx i Down l 
Mtr ga — 2 一 Nr eg) 
及 
TOF) = nT, N HOO), 
则 
BO, F) —1— Å + L8,p. 
n n 
问 理 可 得 


8(o,F) = 1 — + + l8(o, p, 
n 5 


8(0,G) 


Il 
Es 
| 
i 


T 8(a,g), 


soge a 
8(o5,G) — 1 4 *£96o.D. 
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Ha Y» torus dis 


Af ap 


Oi 


由 此 即 得 

AW, F) 4- 6(oo,F) + 8(0,G) — O(c0,G) 

—ac- Â t ABa, f) 4 8», + 86, 
十 8Coc.g)). (10.4. 3) 
cB 10. 4. 12,610. 4. 22, C10. 4. 32 得 
e. (0,F) + G,Coc F + 0,00,G) + 0,(00,G) > 8. 

再 由 定理 7.12 即 得 下 寺 G 或 Ff'G 二 1. 由 此 即 可 得 到 定理 10. 31 
的 结论 . 

由 定理 10. 31, 可 得 下 述 系 , 它 为 定理 10. 29 的 改进 . 

Ko WS lead Rha asa o iG 十 oo. 再 设 / 
E g HEARKE PR BEC. EL Ola, J) + aco, f) + alag) 十 
8(oo,g) 2» 3. f E ECO = E,CSD M fe R f£ --g [E aRU 
— a)(g — a) — t (a, — ala, — a). 

ua n 还 证 明了 下 述 

E 10.32 BS, = (a d-6,a tw, a d- bw MEHR 
7 0,w = exp (ĜT), S, = (00). BERE S 5 g o SEM ICE AGIR E 
满足 

Bla, f) + 8«a.g) + 8(00,/) 2 3— - (10.4. 4) 

WR ELS) [= ES (j-1.2)W]g-—a-tCO 一 a), 其 中 
e = 1,38 (f oo a)(g -- a) = s, HP e = b”. 

ix. Br-d iy, G= Ey. 
由 ES) = E,CS)0G = 1,2 9.1 X F 5 G HCM 公共 值 . 
与 定理 10. 31 移 证 明 类 似 , 我 们 也 有 

(0, F) 2 2000,F) — 1 


uiu dE. z 
T a Ola, f) 1 


per eaa f. 
n n 


同 理 可 得 
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8,016) 1 — Z + ta p. 
n n 


我 们 还 有 


@(co,P) = 1 — 4 + Laio, f). 
n n 


于 是 
9,C0,F) 十 à4(0,G) 十 28(co,F) 
ma É 4 aN + O(a,g) + 8o, f). 
(10. 4.5) 
Ei C10. 4. 45, (10. 4. 5) 得 
SCO, F) + 8,(0,G) + 28 (co, F) > 3. 
再 由 定理 7.2 的 系 得 下 三 避 或 路:G 三 1, 由 此 即 得 定理 10. 32 的 
结论 . 
由 定理 10.32 可 得 下 述 
定理 10.33 设 S = (a +b t bw, 十 Br!}, 其 中 8 
5€ Ore = exp 275,5, = (a), BERE f 5 g Xd M EGIEHER CL A 
满足 
(co, f) 十 B(ooyg) + 8(3,/) 22 3— 2 (10. 4. 6) 
如 果 ELS) = ESG = ,2,9]g —acmi(f£—ay,kEKmnrnr- 
1: (F — a)(g — a) Es s, p s" — b”, 
证 . üaycaupctq n p 


— gza: o (o. 由 定理 
10. 33 条 件 知 ， 


ErlS,) cw EgCS;) (7 = 1,3). 
注意 到 Olo, f) = 0(a.F),0€(0o,g) = Ola,G), Ola, f) = 
,Coo,.F). h C10. 4. 60 得 


Ola, F) + G(a,G) + 8(60,F) 2-2 3 — z 


再 应 用 定理 10.32 得 G 一 4 二 tz(F 一 4), 其 中 局 = 二 1 或 (F 一 a)(G 
' 5667 


DEA BUE 


Er E 


一 a) 三 s, 其 中 s" = b, 由 此 即 得 定理 10. 33 的 结论 . 
由 定理 10. 31 或 定理 10.32 可 得 下 述 
定理 10.34 S= (a +b,a + bw, a 十 bu). RR 


5 0o = exp C7, 再 设 了 与 8 为 非常 数 整 函 数 , 旦 满足 


6(a.f) + 8(a.g) 222 — A (10. 4. 7) 


E ES) = 05), 则 g —a— t(£ —a), Kin m — 1, 或 (f 一 
alg —a)zss,Hms = h”, 
10.4.2 EH 10. 13 的 改进 

1993 4E [X HERI? 证 明了 下 述 

定理 10.35 ib ' ge dE BGES BEES = (a+ b,a 十 
bw ,**,a + iw 其 中 心 天 Ow = exp (Z) ,n> 8. WMR E,CS) 
= ES), We — a) —:iC(£— a KPE Imn —o0g-—330 
=s, p s = b”, 

W En 8.MCÉ 4 — 5 <o EEAO. 4.1) 成 立 .由 定 
38 10. 31 即 可 得 到 定理 10. 35 的 结论 . 

应 用 定理 10. 32 ,定理 10. 33 可 得 下 述 

定理 19.36 BJH EKZER. S, = (a + ba 十 
bw, a + bw” 1) ,其 中 5 关 0,w 一 exp (22) ,n> 6, 5, = (co) 
sk S, = (a). WR E,CS ) = E,CSD G — 1,2), ll g — am rlf — 
a) AP r= 1, 或 (f 一 a)(g e a) =s, Hp s I b. 

应 用 定理 10.34 可 得 下 述 

定理 10.37 设 f 与 g 为 非常 数 整 器 数 ,S = {a+ b,a + bw, 
enia + bur) ir b Ow = exp (C) ,n c 4. WR ES) 一 
ES), A] g— a= f- a) HP r 1, RU algas, 
Epy = p”, 
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10.4.3 ” 几 个 唯一 性 定理 


由 定理 4.3 的 系 或 定理 10. 4 易 知 ,存在 四 个 (三 个 ) 有 限 集合 
Si = 1,2,3,4) ,使 对 任何 两 个 非常 数 亚 纯 旷 数 ( 整 函 数 ) 了 与 8， 
只 要 满足 EGS) = ES) G = 1,2,3,4) 必 有 了 = g. 

1976 4£,F. Gross? 4 1 F xh [8] ER 

问题 10.1 ”能 否 找 到 二 个 有 限 集 合 S, 和 S;, 使 得 对 任何 两 
个 非常 数 整 匡 数 了 与 g, 只 要 满足 Es(S)) = E, SDG = 1,20 
有 ff 三 &? 

F. Gross?" 写 道 :他 利 S. Koont 研究 了 一 对 集合 ,每 个 集合 至 
多 有 两 个 元 素 ,在 这 种 情况 下 ,他们 大 概 能 够 证 明 , 问 题 10.1 的 答 
案 是 否定 的 , F. Gross 继续 写 道 :如 果 问 题 10. 1 的 答案 是 肯定 的 ， 
他 非常 感 兴趣 于 知道 这 两 个 集合 有 多 么 大 . 

现在 自然 要 问 下 述 问 题 . 

问题 10. 2 ”能 否 找 到 二 个 有 限 集 合 S;(j = 1,2,3), 使 得 对 任 
何 两 个 非常 数 亚 纯 函数 了 与 g, 只 要 满足 Ej(S,) =E) GG 二 1， 
2,3), 必 有 ff 三 &g? 

问题 10. 3 EERI TERRE S G= 1,2), 使 得 对 任何 
两 个 非常 数 亚 纯 函 数 f 与 g, 只 要 满足 Ej(S)) = EG (j =1， 
2), 必 有 三 8? 

1993 Æ (S BEREU 对 上 述 三 个 问题 给 出 了 肯定 的 回答 ,解决 
TZANA REE AEA 证 明了 下 述 定理 

定理 10.38 设 f 与 8g HERATA, S = {a 十 5,a 十 
bw, a + bu), S = crcs) ,其 中 5 关 0,w 一 exp (275) ,n > 
8.c, Éa Éa, le — a) Æ (c, — ay, Cc; — aY (c, — aY x 
b" (jek =1.2). WR ES) — E,CS)D CG — 1,2), £ — g. 

证 ， 由 Er(S1) = EQGSD WRES 10. 35 得 

f—a-t(g—a), (10. 4. 8) 
其 中 "二 1 ,或 
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(f —a)g-—a)-—s, (10. 4. 97 

其 中 二 5". 我 们 区 分 两 种 情况 . 

COD 假设 (10,4,8) 成 立 . 再 分 3 种 情况 . 

a) 假设 ci 不 为 子 的 Picard 例外 值 . 则 存在 zo 使 得 f(z,》 = 
c. 再 由 E,C5,5 = E,CS 得 g(20) = 6 E gn — 6s. 

如 果 elz) 0800.4. 82 f& c; — a ltl — a2. HERD TR 
上 一 工 于 是 fom 8. 

如 果 eG = c, H(10.4. 8) Reo — a — C6; — a0. 于 是 (ci 一 
a)" = "c, — a)" = (cs 一 aY Ax SIT e. 

(b) 假设 ci 不 为 的 Picard 例外 值 ,与 前 面 类 似 , 也 可 得 出 f 


= &- 

(c) 假设 es 都 为 上 的 Picard 例外 值 . EEG = EG) 
EN c.c, t 8829 g 的 Picard 例外 值 .再 由 (10. 4. 8 知 ,a + £e, 一 
a), a ttle, — a) ERA S R Picard HME. P3 ADFERT UR. 
Wir Picard 例外 值 . 于 是 <, =at tle — a) & e, — a ttle — a). 
由 此 也 得 fog. 

(2) 假设 (10. 4. 9) 成 立 . 再 分 3 种 情况 ， 

(a) 假设 c 不 为 了 的 Picard 例外 值 . 则 存在 zo 使 得 F0 = 
c. B Ej,CS,) 二 E,CS,) 知 ,8(zo) = 6 E g(x) 二 c. 

如 果 ge) = c. HCO. 4. 90 得 (ci — a0)? — s. "FÉ GC, — 807 
= s = EE SBRTIB. 

如 果 glz) = ce HO 4. D (800 ale — a2 一 9 于 是 (ec， 
一 aY (c, — a)! 一 s" 一 52 这 也 与 假设 了 矛盾. 

(b) 假设 c; 不 为 了 的 Picard 例外 值 . 与 前 面 类 似 ,也 可 得 册 矛 
m. 

C) 假设 aycs 都 为 了 了 的 Picard 例外 值 . 由 Ej(S,) = ECS) 
Aise scs ERRA g 的 Picard 例 外 值 .再 由 (10. 4.9) Alla + — 


9 
ca 


a +g 也 都 为 的 Picard 例外 信 . 于 是 c 一 a 十 二 二 5 或 人 


cz 一双 
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S .如果 ec. 二 4 十 一 一 ; 则 (a —a)*— M G S 


ca — a ca’ 
RET RO 二 4 十 , 则 (ce — a)" le, — a)" = = b”, 
这 也 与 假设 矛盾 . 

这 就 完成 了 定理 10. 38 的 证 明 . 

定理 10.39 i f£ 5 g 为 非常 数 亚 纯 函 数 ,51 = (ad bea 
二 Bw Bur 1), — (a, Horsa + bj ra? + b; '}, 


一 和 十 


HF a, x anb 3 Osb, e 0, ur = exp( 2) pu exp C2.) n> 8, 
m B. 如 果 E, GO = ES T 1,25 , 5t] f= g. 
E. h ES) = E,CS ,应 用 定理 10.35 得 


f- a = tg — a), (10. 4. 10) 
其 中 如 二 1, 或 
C —a)0(g—a)7s, (10. 4. 11) 
XB si = br. E, h EAS) = ECS) 得 
f — a, t — åz), (10. 4. 12) 
Hp =l : 
Cf — ap(g — a = Sz (10.4.1322 


HF s = b RRAPI. —— 
CD 假设 了 与 g 满足 (10. 4.10, 0. 4.12). 则 
a, —4, = (t — 0g + (a; — ta. (10.4.14) 
因为 & 不 为 常数 , 故 所 一 天 .再 由 (10.4. 14) 85 — t FES 
=. 
(2) 假设 了 与 g 满足 (10.4.10),(10.4.13), 则 
Gig — ta, > a4— a;)(g — a) = sp (10.4.15) 
由 定理 1.12 知 , (10. 4. 150 不 能 成 立 . 
(3) BRS e WEIL CLO. 4.11),(10. 4.12), 与 前 面 类 和 似 , 也 可 
得 到 了 矛盾， 
C4) fB 与 g 满足 (10. 4.11, C10. 4. 13), 则 
(5, + la, — a))(g — a) (g — a) = s,(g — a). 
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应 用 定理 1. 12 ,也 可 得 出 矛盾 . 

定理 10.40  UL/ ig dE CE DE S = (a 十 如 ,a 十 
buo, sa 十 bw", ez {a 十 ba T bu, så + bou”!}) ,其 中 
b, Æ 0,5, Æ 0b bw 一 exp (Z) u = exp (22) > Bm 
—8,Ho5mUGZHNT.5fiRE,S)-E,G)G-1,2) Ul f 
zz g. 

证 . B EG = ES 应 用 定理 10. 35 得 


f—a-&tg-—a) (10. 4. 16) 
其 中 如 = 1 或 
(f —a)lg— a) = s,» (10. 4. 17) 
EH si = br. E, h ES) —E,G 得 
f—a-tug—a), (10. 4. 18) 
其 中 好 一 1 ,或 
Cf —a)(g—a)—s, (10. 4. 19) 


Anh s? = 在. 下面 区 分 四 种 情况 . 

CD 假设 了 与 8 满足 (10. 4. 16) , (10. 4. 18). W 2.1 t. 注意 到 
i=l =l En mAB TÉn—t4n-—l-g. 

(2) 假设 了 与 g E0. 4.160, (10. 4.19). W z (g 一 a) = 
5 这 是 一 个 矛盾 ， 

(3) 假设 了 与 满足 (10.4.17)，(10.4. 180. 与 前 面 类 似 , 也 可 
得 出 矛盾 . 

(4) f&i F5 g OO 4.17), (10.4.19). W s, = s. 于 是 
bptccDo—cpDc—bmGXRS5SBTÉ. 

定理 10. 38,10. 39,10. 40 都 给 问题 10. 3 肯定 的 回答 . 例如 ， 
由 定理 10. 38 SIS, — (1er) ,其 中 心 = exp I5, = 
(2,3) 即 是 问题 10.3 中 的 两 个 有 限 集合 . 定理 10. 38,10, 39， 
10. 40 也 给 问题 10. 1.10. 2 肯定 的 回答 . 但 对 问题 10. 1.10. 2, (X. 
Bg? 得 到 了 条 件 更 弱 的 结果 , 例如 , 仪 洪 勋 全 证 明了 下 述 

定理 10.41 设 f 与 g 为 非常 数 整 函数 ,S) = {a 十 56,a 十 bw， 
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wea Hb}, S, — (c) E b E sto 二 exp (22 RI» exa. 
(c — a)" 3 b". 如 果 ES) = E,CS)0 C — 1,2) 9 f£ m g. 
WE. 由 Ei(S,) = B05;), 应 用 定理 10.37 得 
f-—a-t(g—a), C10. 4. 20) 
其 中 "=l, 或 
(f ~ alg -a) =s, (10. 4. 21) 
Kus = b”. 我 们 区 分 两 种 傅 况 . 

(1) 假设 与 g 满足 (10.4. 20). 

im c 不 为 子 的 Picard 例外 值 , 则 存在 e, 使 得 f(zo) 一 <. 由 
EG = E,CS42 Wg (zd 一 ce. 再 由 (10.4. 20) 得 c 一 a 二 tc 一 
9). 于 是 := 1,f 了 三 &. 

如 果 c H f. 8 Picard AMA. H E,CSD 二 EE.(5,) 知 ,Cc 也 为 g 
的 Picard 例外 值 . 再 由 (10. 4.20) Wa + tle — a) thA f & Picard 
例外 值 . 因为 整 函 数 至 多 有 一 个 有 穷 Picard HAME. Ehk c = a 十 
tie 一 a), 于 是 := 1,f 二 g. 

(2) 假设 了 与 g 满足 (10.4. 21). 

因为 了 与 g 为 整 活 数 ,由 (10.4.21) 知 ,a 为 了 的 Picard 例外 
信 , 因 此 c 不 为 的 Picard 例外 值 . MEE zo, fE Siz) = g(zo) 一 
c. BE (10. 4.21) Al, (c ay — s. PE — 22)” 二 "一 468", 这 与 
假设 矛盾 . 

定理 10.41 给 问题 10. 1 肯定 的 回答 . 例如 ,由 定理 10.41 知 ， 
S, = (Lows itti ME exp ,Ss = (2) 即 是 问题 10. 1 
中 的 两 个 有 限 集 合 . 

定理 10.42 设 f 了 与 g AFELA RAN, S = (a +b, 十 


bw, sepa d bu 1), Sa = (Gul 一 (a) rft w — exp 275 n 
D> 6,5 É 0,c, É a.c, 3$ a. Ce, — a" x (c, — a)", (c; — a Ce, 一 
a» sÉ b^ (k, j= 1,2). WR EAS = ESD Cj = 1,2,3), Mj f = 
E. 
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应 用 定理 10. 36 ,使 用 证 明定 理 10. 38 的 方法 , 即 可 证 明定 理 
10. 42. 定理 10. 42 给 问题 10. 2 肯定 的 回答 .例如 ,Si 一 {1,w,…， 


tj ,其 中 w = exp) S, = {2,3}, S, — (0) 即 是 问题 10. 2 中 


的 三 个 有 限 集合 ， 
与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Gross ? {4% (099m. 


810.5. 整 函数 的 原 象 集 及 象 集 


10.5.1 FARRE 


X f(z) 为 非常 数 整 水 数 ,S 为 复 平面 中 的 一 个 集合 , 今 
£6) = E;CO ,我们 称 广 1(S) 为 了 下 3 的 原 象 集 . 

设 呈 为 任 一 离散 的 复数 点 集 . 如 果 S = {c}, 其 中 为 有 穷 复 
数 . 由 定理 6. 2 知 , 我 们 总 可 建造 一 整 函数 jz) ,使 广 !(9) = 0. 
WRS = {0,1}, 现 在 自然 要 问 , 我 们 能 否 建 造 一 整 洒 数 SC), E 
f 7G) 二 ?显然 这 个 问题 为 有 关 整 函数 0-1 集合 问题 的 推广 . 
1976 Æ F. Gross? S[ AF XRSE XL. 

定义 10.1 设 吕 为 任 一 离散 的 复数 点 集 , 如 果 存 在 一 非 线性 
SEHE FG 与 一 有 限 集合 S, 其 中 5 至 少 含有 二 个 元 素 且 由 不 同 
TRAR ERS O = 0, 则 如 称 作 非 平凡 原 象 集 , 并 以 NPS 表 
Z. 

在 定义 10. 1 中 ,NPS 为 “nontrivial preimage set” 的 缩写 . 

如 果 吕 为 一 有 限 集 台 , 则 吕 仅 可 能 为 非 线 性 多 项 式 的 NPS ,天 
此 不 难 断 定名 是 否 为 NPS. 如 果 如 为 一 无 限 集合 ; 则 断定 怠 是 否 为 
NPS 是 非常 困难 的 . 1976 年 ,F. Gross? 提出 下 述 二 个 问题 . 

问题 10.4 给 定 一 个 韭 平凡 漂 象 集 旭 ,我 们 能 耕 在 人 中 增加 
有 穷 个 点 (甚至 可 能 一 个 点 ) ,使 得 新 的 集合 不 再 是 NPS? 

问题 10.5 给 定 一 个 非 平 凡 原 象 集 呈 ,我们 能 否 在 虽 中 增加 
无 穷 个 离散 点 ,使 得 新 的 集合 不 再 是 NPS? 
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1982 年 ,Gross-Yang" 给 问题 10.5 肯定 的 回答 . 事实 上 ， 
Gross-Yang^? 证 明了 

定理 10.43 (a) 为 一 给 定 的 离散 点 集 , 则 总 可 找到 另 一 
离散 点 集 '5,} E a) U £5.) 不 是 NPS. 

证 . 选取 (bn) ,使 得 b, = b, = b,b, = b; = Bes ,banti 一 
bu; = bampa b; 3E b, Æ b, E oe banti 天 bnt E 及 满足 


NG.la) 
m Nes TE y ™ 


RA — (a) U (5,7. WRN A NPS, MAAA — 3E FE SE RE EC P 
一 复数 集合 S ,其 中 5 至 少 含有 二 个 不 同 元 素 ,使 得 广 !(CS) = 0. 
Wo ES, Baa Moa 与 c* 为 了 的 级 为 3 的 完全 重 值 .于 是 
B(c,, 记 = SG = 1,2), 这 是 不 可 能 的 . 这 就 证 明 0 不 为 NPS， 

是 否 存 在 二 个 不 同 的 函数 了 与 gg 具有 相同 的 NPS? 
Gross-Yang 给 出 了 下 述 例子 回答 了 这 个 问题 . 容易 验证 02 一 
(0, X vam — 1,2…) 为 sinz 5j cosz 的 NPS, 且 具有 相同 的 象 集 
S= {0,— 1,1}. 1984 Œ , Gundersen-Yang^? £k H1 T 4 Q EL Jj] Hj 
结构 时 的 下 述 结果 . 

定理 10.44 Ub / Go 为 相应 NPS 集 0 二 (0, Em m 27, )} 
的 整 函数 , 则 f(z) 必 为 下 述 三 种 形式 之 一 的 函数 (也 可 能 为 此 三 
种 形式 的 线性 变换 之 一 ): 

O f) = exp, 或 f(z) = exp(— L2 BopmoyiESE 
数 ， 

GD f(z) = sini — 35 UI) eh n 22 HIE m D 
整数 ， 

Gi) f(z) — sin ^ + 全) ,其 中 (之 3) 为 奇数 ,m 为 整数 . 

WE. ”由 Borel 定 理 (定理 2.10) JAS 的 级 与 的 收 化 指数 
相等 . 因此 £ 的 级 等 于 1. 由 定理 10. 44 的 条 件 得 

e* (e^ — 1) = P(f(z)), (10.5.1) 


0. 
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其 中 < ARRP) = AG — ale — a, G — an Z sa, 
apoa, 为 判别 的 有 穷 复数 . 由 (10. 5. 10 知 ,f 必 为 指数 多 项 式 . 设 


f(z) = A + X Aexo B), (10. 5. 2) 


这 里 A, 为 常数 (A 550.1 «à Lmh 为 判别 的 非 0 常数 . 
Bi m = 1, 由 (10.5.1),(L0.5. 2) 得 


e" le — 1) = ATI caen + A, — a). (10. 5. 3) 

i=l 
应 用 定理 1.52, 由 (10.5. 3) 知 , 仅 可 能 出 现 4 种 情况 :(1) 0 — 0. 
nB. = 2i, (2) c — — 2i,nB, —— 2i, (3) c= B, (n — B= 2i, 


(4) c = B, — 2i, (n — DB, —— 2i. BE D] AS EM 10. 44 HHG). 
Mik m 2. G Bi =A + LH. 不 妨 设 B, È B; 为 两 特殊 之 常 
Lo P PN = max {À} ,/4 = max (44 : à = À } ,À; = min {À} 45 = 
min(4& : A — Aj). RE Ri sg HB 1. 52, Hi (10. 5. 12, (10. 5. 22 得 zB;, = 
€ 十 27 = c W nB, = csn B, — c + 2i. AeA — A. [o] E n [18 
m = 2. 于 是 可 得 (n 一 DB, + B: 必 等 于 c 4-20, 3X 0 EX m B, 十 
&B,, EP m Én — 1,8 se 1. Bi] RE SS UT A ERE 10. 44 中 的 (i). 
故 现 只 需 考虑 人 一 1)B T B,-— mB, +B Hm n—1ldà- 
1 的 情况 . 又 由 于 20, 一 B) =t Z2: AR A, — A, =0, 因 而 可 得 
c 一 记 , 其 中 BC( 关 0, 一 2) 为 实数 . 将 此 代入 (10. 5. 1) ,并 微分 两 次 
及 消去 exp((c + 202) 及 exp(cz) 得 
2i DP'OOP — PNE Y — POF 
十 有 (8 十 2)P( =O. (10. 5. 4) 
由 第 二 基本 定理 知 ,存在 x 一 1 个 判别 的 有 穷 复数 5(7 = 1,2. 
n —]). ' 使 得 


nel, E =S, f). (10.5.5) 
BaN =f Bo: — b CÉ — b). B0. 5. 4) 18 
BXB-F2)PXQK) _ P'CDOCP Pr 


qUXf—a) aU) —aD aX —a) 
. 2B + DP ONDF 
aNG — a) “ (10.5. 6) 
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gi (10. 5. 6) 得 
mrp DSS, Q«RKm. (0.5.7) 
另 一 方面 ,由 (10. 5.1),(10. 5.7) 得 
Z ESED = Nr gre E) 


1 
j= E= a 
= aTr, N HSA) 
Tr (eFt S eyy) SCr,f) 


(8 十 2) 去 十 Sr 六 ,如 果 有 > 0， 


= ING, 


二 1 一 并 十 Slr, 放 ,如 果 8 之 一 2， 


25 E So) IR — 2 B «o. 
由 此 即 得 — 2 « 8 «0. BEHE (10.5. 0, (10.5. 22 BBf8 8—— 2 & 
f(z) 一 A 十 A,exp C) 十 A,eXp(———). — (10.5.8) 


n 


将 (10.5. 8) f&A C10. 5,1), 进 一 步 简单 的 分 析 可 得 定理 10. 44 中 
& i) 55 Gib. 

1984 £E£,Gundersen-Yang' P 回答 了 问题 10.4. — Jy im. 
Gundersen- Yang" 给 出 了 两 个 例子 证 实 了 ,对 某 些 非 平凡 原 象 集 
纪 , 在 台中 增加 或 减少 有 穷 个 点 ,所 得 新 集合 仍 为 NPS. 另 一 方面 ， 
Gundersen-Yang/" 证 明了 下 述 定 理 , 它 表明 ,对 某 些 特殊 的 集合 
如 ,问题 10. 4 的 答案 是 肯定 的 . 

定理 10.45 给 定 非 平 几 原 象 集 0 = 二 {b,b tabt 2a) 
其 中 a( 关 0) ,8 为 常数 ,在 8 中 增加 或 减少 有 穷 个 点 ,所 得 新 集合 
不 为 NPS. 

定理 10. 45 的 证 明 可 参看 Gundersen-Yang". 


10.5.2 ”唯一 性 的 非 乎 凡 原 得 集 . 


设 f(z) 为 相应 NPS 集 虽 的 整 函数 , 令 g(z) — af Go 十 5, 其 
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H al 0),b 为 常数 . 则 g(z) 也 为 相应 NPS SS 0 的 整 函数 .1982 
年 ,Gross-Yang' 引入 下 述 定义 . 

定义 10.2 设 和 集合 介 为 NPS, 若 f(z) 与 g(x) 均 为 相应 NPS 
E OUTIL GA eG af) 十 5, 其 中 a( 关 0),6 为 常数 , 则 
N 称 作 唯 一 性 的 非 平 几 原 象 集 , 并 以 UNPS 表 之 . 

在 定义 10.2 中 ,UNPS 为 “unique nontrivial preimage set” 的 
缩写 . 

一 般 说 来 ,建造 UNPS 是 比较 困难 的 , 似 需 要 用 到 有 关 代 数 体 
函数 值 分 布 理论 ,关于 代数 体 函 数值 分 布 理论 可 参看 何 育 兰 2”， 
fol EF 9IP - WET. 1982 年 ,Gross-Yang"” 证 明了 下 述 定 理 ， 

定理 10.46 ” 设 了 为 有 穷 非 整数 级 整 函 数 , 其 级 Ay > 1. 再 设 
了 的 所 有 零点 均 为 实 的 单 重 零 点 . 设 

A = iz| P) — 1 = 0), 
RIS 为 UNPS. 

定理 10. 46 的 证 明 几 到 代数 体 函 数值 分 布 理论 ,这 里 不 再 给 

出 ,可 参看 Gross- Yang". 


19.5.3 唯一 性 象 集 


1982 年 ,Gross-Yang2 5| A FRE X. 
定义 10.3 ” 若 点 集 $ [E OSE CERT T 4E COE REC S 5g, 
只 要 满足 FC 09) =g S, VA S= &, 则 称 点 集 5S 为 唯一 性 象 
集 , 并 以 URS R. 
在 定义 10. 3 中 ,URS 为 “unique range set” 的 缩写 . 
1982 年 ,Gross-Yang 汪 证 明了 下 述 定 理 . 
定理 10.47 {S= {w]e +w = 0}, H] S Jg URS. 
证 ， 设 f 与 g 为 非常 数 整 函 数 ,并 满足 
JS) = g’ cS, 
则 
e + f= lege, (10. 5. 9) 
其 中 a 为 整 函 数 . 由 定理 1. 36 得 
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: 1 l " 
TG,e-— Ns yy p ~ Ne Es ~ Tire) 


(r— oo.r & E) (10. 5.10) 
另 一 方面 ,将 (10. 5.9) 改写 如 下 : 
ef -— esi -一 ge 一 一 三 (10. 5. 11) 


应 用 定理 1. 56, 由 (10.5. 11) 得 er — f X ge — f. 
WR est — f. WW ef — ge". 因此 ez 三 fg. 再 设 了 一 cg 一 
em, 其 中 所 ,Bs 为 非常 数 整 函 数 , 则 有 
e^ 4- e^ — B, o- B, HF e, —. (10.5.12) 
其 中 c 为 常数 . 应 用 引 理 110,8 00. 5:12 Bip oe A. 
如 果 ee" = fA e^ 二 er" 因此 
gie—1)—a-ce, (10. 5. 13) 
其 中 cc 为 常数 .通过 比较 (10. 5.130. 两 端 零点 知 ,a 必 为 常数 . 注意 
到 gg 为 非常 数 ,再 由 (10.5. 13) 得 一 1. 于 是 了 = 5. 


10.5.4 ”唯一 性 原 象 集 


由 熟知 的 解析 函数 偿 等 定理 易 知 ,如 果 两 个 非常 数 整 阔 数 了 
5 g 满足 OL — gioi — 12.7, W f = 8.1981 年 ， 
Diamond-Pomerance-Rubel?? 证 明了 下 述 有 趣 的 结果 :如果 和 集合 
UG) = DREKEN f = g- 

设 工 为 任 一 有 穷 复数 集合 ,f(z) HEIER ROE EIC 

FIO») = {f(z)|z € T). 

并 称 f(T) 为 了 下 工 的 象 集 

1981 4£ , Diamond-Pomrerance-Rubel*"? 引入 下 述 定义 ， 

定义 10.4 FART EIEREN PERM 了 与 g， 
只 要 满足 f(T) =g), VA f — 5, 则 称 点 集 了 为 唯一 性 原 象 
集 . 


唯一 手 原 象 集 一 般 当 然 为 一 无 穷 集合 ,有 趣 的 是 一 个 唯一 性 
原 象 集 不 因 增 加 或 减少 一 有 限 点 集 而 改变 ， 
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Diamond-pomerance-Rubel'? 证 明了 下 述 定 理 . 
定理 10.48 ” 设 了 为 难 一 性 原 象 集 ,R 为 任 一 有 限 集合 , 则 
TUR È TAR 仍 为 唯一 性 原 象 集 . 
证 ， 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 尺 仅 合 一 个 点 , 即 R= 二 {zt) ,其 中 上 
为 有 穷 复 数 . 
ET 二 T\R, 其 中 :ET. BET 不 为 唯一 性 原 象 集 , 则 存在 
两 个 不 同 的 整 淆 数 S S g WESTO 一 gCT'). 设 P 与 Q@ 为 多 项 
式 
Piw) = (w — [lw — g(t)) ,QW) = wPx. 
我 们 考虑 复合 函数 P。j(z) 二 Ptf(z)). 显然 有 
P: f(T) — P» gT). 
因 工 为 唯一 性 原 象 集 , 故 P。f = Pg. 显然 还 有 
QR: fT) =Q- gT). 
因此 也 有 Q:f—Q-zg. FE 


这 是 一 .个 矛盾 . 这 个 矛盾 证 实 了 7T' 为 唯一 性 原 象 集 . 
BT"=T UR, EHe & T. WR T" RAE — PER RH SR LUE 
在 两 个 不 同 的 整 函数 了 与 g EST =g TREET. HP 
与 Q 为 多 项 式 
Pew) = Co — SE) ce — gaw — fw — go), 
Qu) = wP (w). 
显然 在 
P a f(T") —P*g(T». 
注意 到 PCw) 的 定义 ,我 们 有 
P- f(T =P. f(T) U 0r =P *f(CD). 
同 理 也 有 
P*g(T) — Pg(T)U (0}=P +. g(T). 
于 是 
P» fT) —P»g(ct»). 
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BT AE- HERE, KE P. f =P eg. AEE Q-f— 
Q * g. 因此 


这 是 一 个 矛盾 ,于 是 T" 为 唯一 性 原 象 集 . 
Diamond-Pomerance-Rubel'? 证 明了 下 述 
EH 10.49 设 了 为 任 一 有 穷 复数 集合 ,如果 了 没有 有 限 极 
限 点 , 则 了 不 为 唯一 性 原 象 集 . 
证 . 由 Weierstrass 定理 (定理 6.1) 知 , fe E — 1 SE on i 
f(z), 以 且 仅 以 人 工 中 的 点 为 零点 .因此 
FC) = {0}. 
H gla) = 2f) Wil 
gCOD = {0}, 
FEST) =g), E fx g. 这 就 证 明了 不 为 唯一 性 原 象 集 . 
EH 10.50 FERS T HERRE. 


(à) T-(L), 
B rT-( 4d. 
( T-ih. 
D) Telom 
Œ) T= (gh 


P T ={5}U {zz}, 
2 2 


TP 1 
D T= {ea rn" 


定理 10.51 下 述 集合 了 不 为 唯一 性 原 象 集 
(a) 了 一 {( 士 1, 土豆, kie 


E 1 
œ) T-(ü len 
Th 

(d) T = (aya ,2, 7), KR a, = la, 为 满足 递 推 公 式 a; 
T a, =a, 的 正 数 . 

定理 10.50,10.51 的 证 明 可 参看 Diamond-Pomerance- 
Rubel”. 

1983 Æ ,Johnston^" 证 明了 ,无 一 三 角形 《包括 进 界 及 内 点 } 
可 为 唯一 性 原 象 集 , 并 建造 了 一 段 弧 线 及 一 开 集 为 唯一 性 原 象 集 
的 例子 , 因 所 用 方法 与 本 书 一 般 方 法 大 不 同 , 故 不 多 加 介绍 , 可 参 
看 Johnston". 

与 本 节 有 关 的 结果 可 参看 Gross'",Gross-Yang'?, 


ai 
9 


Gundersen-Yang'? ,Diamond-Pomerance-Rubel?? , Johnston 
Gol'dberg-Eremenko'? , Edward" ,特别 应 该 指出 的 是 ,上 述 文献 
中 提出 了 许多 待 解 问题 ,还 有 部 分 问题 至 今 没 有 解决 . 


$10.6 亚 纯 函数 的 唯一 性 象 集 


10.6. 1 Gross 的 一 个 问题 


1976 ££,F. Gross? $h FP yk (ati : 

问题 10. 6 ”能 和 否 找到 一 个 有 限 集 合 S$ ,使 得 对 任何 两 个 非常 
数 整 函数 了 与 g, 只 要 满足 EE/(S) 一 (5), 必 有 三 g? 

显然 ,问题 10. 6 实质 上 是 问 : 能 否 找 到 一 个 有 限 的 URS? 注 意 
到 定理 10. 47 中 的 集合 S 含 有 无 穷 多 个 元 夫 ,因此 定理 10. 47 不 能 
回答 问题 10. 6. 1993 4E , {XRS 对 问题 10. 6 给 出 了 肯定 的 回 
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答 , 下 面 叙述 其 结 

dE mONIESEE H n — mua 与 为 非 零 常数 ,容易 验证 ， 
如 果 

ET g EUa T, (10. 6.1) 

则 代数 方程 u" 十 aw” 十 5 二 0 恰 有 zz 个 不 同 的 根 . 

定理 10.52 iS — [c+ dw, c Fdw, yc 十 drw,} ,其 中 
€ 5 d 为 常数 , 且 d y O yu, Ta à t SUO, 为 代数 方程 w" + aw” +o 
= 0 Hn T RIBIHBIXS n m AER, H aS ln >m 
Sn 5j m BUB ZS BUT a 55 b AIRA, ELLE (10. 6.1). 则 4 为 
URS. 


ut. BS 5 g AiR RE AN, HW E 


EKS) = E,QS). (10. 6. 2) 
不 失 一 般 性 ,不 妨 设 = od—1 否则 只 需 设 卫 一 二 了 5,G = 
g—c 
£7 Ws. 
Bi (10. 6.2) 得 
EX , PN , l 3 
G -— DTO D< (r oa FS g) 
CX 1 
x 2 NO,7 xw SG.g) 
xn TG.f)-4 Srg). 
HORS] n >15, FË 
TG < TG. + Sf). (10. 6.3) 
同 理 可 证 
TG. f) < DTGg) + Se). (10. 6. 4) 
Bii (10.6.25 得 


f*raf"bb ga 
gast 十 C 


Rp à ERR. 于 是 
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e" I "e TJ" beg Reg +#=l. 


(10. 6. 5) 
Sia a a ai pego a 
RTE) = max (T (rf). h Hi C10. 6. 2 (10. 6. 4), (10. 6. 5) 得 
y, =]. (10. 6. 6) 

x j- 
Té)—-O0OQqGc,fb)D CE. (10. 6. 7) 


为 了 完成 定理 10. 52 的 证 明 , 先 证 三 个 引 理 . 

引 理 10. 10 ££, f 中 至 少 有 一 个 为 常数 . 

WE. 假设 望 ,i,f; 均 不 为 常数 .下 面 证 明 fGj — 1,2,… ,5) 
满足 下 述 三 个 性 质 . 

性 质 1. ef, cef, lmao 为 任意 非 零 常数 ,1 志 j 
«Ax 5. 

根据 组 合 , 这 要 证 明 Ci = 10 种 情况 ,应 用 引 理 1. 10 容易 证 
明 ,细节 略 去 . 

REA. nf 十 cz 六 ef, 天 1 ,其 中 ccaycs 为 任意 非 零 
常数 ,1 委 太 二 户 二 六 所 5， 

根据 组 台 ,这 要 证 明 Ci — 10 种 情况 .下面 仅 证 cf 十 cs 六 十 
csfs 关 1, 其 余 9 种 情况 可 类 似 证 明 . 

假设 

cu + cafa csfs 1, (10.6.8) 

如 果 f,f, ,fs 线性 无 关 , 应 用 定理 1.49 得 


r(r, 1. 1,- ES 
Tof) « NG, 32 HNG, F) NDO FSP), 


(10. 6. 9) 
Et D, 表示 fafafa 的 Wronskian 行列 式 . 显然 


1 H 1 37 1 
No, mN, 2—2—2N(r,— 
G D? mN (r p T mN(r P 2N(r P? 
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2: 2N Go. (10. 6. 10) 
再 由 (10. 6.32,(10.6. 9) 得 
mT <N CG, J F Nr.i) — SG, 


« 2T Gf) 2T Gg) SN 
< BTE, P 4 St. f), 


因 关 之 5, 上 式 不 能 成 立 .于 是 f;,f,,/; 线 性 相关 , 即 存 在 不 全 为 0 
的 常数 d, rda sd; 使 
df, + d,f, + df, = 0. (10. 6. 11) 
TUE —REEE HE d, £ 0. c (10.6.8, (10. 6. 1D 得 
e, +ef;=1, 

其 中 eve 为 常数 . 因 Fu 均 不 为 常数 , 故 e e 均 不 为 0, 这 与 性 
质 1 矛盾. 

和 性质 3. nf oor ef. 十 cfi dT uf, slKmMGG-12, 
3,4) 为 任意 非 零 常数 ,1] AAWXAMAXS 

根据 组 合 , 这 要 证 明 Ct = 5 种 情况 . 下 面 仅 证 cfi 十 efi 
€f, d cuf SE 1, 其余 4 种 铺 况 可 类 似 证 明 . 


假设 
cif; 十 cafa + Efa + tafs zm]. (10. 6. 122 
如 果 f. fae fau fh 线性 无 关 . 设 
6f? _aa —h Km —_ afa 2 a 
g= AK "d f", g 7 m mz , 
hl 
" ef, c,b* iis ci fs e 


4 
E S [3E 7. 10 和 (10. 6.12) Agi 22 gie 也 线性 无 关 , 且 1g; — 
. Pel 
1. 应 用 定理 1.49 得 
4 
r.i Né. L 
T(r,g2) < ap NG, 万) 十 SCryg)， 


(10. 6. 135 
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Edt D, gos EH] Wronskian 行列 式 , 显然 
NG SO 2m) -3NG, Jo (n EON Gu) 
— SNC ID. (10. 6. 14) 
结合 (10. 6. 132, (10. 6. 14). 即 得 
nT (r,g) < 3N Gp) T SNG 十 SC(r,g) 
«GT. + 5T.) SG.g). 
再 由 (10. 6. 4) 得 
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nT irg) < TD) + Sg). 


E nz15, EXXARBEIRE EFE Fe fs fof 线性 相关 . 即 存在 不 全 
为 零 的 常数 dj(j = 1,2,3.4) 使 
dif, 十 dif, 十 df, + dif; = 0. (10. 6.15) 
不 失 一 般 性 , 设 di Æ 0. h (10. 6.12), (10. 6.15) 得 
ef 十 ef, 二 esfs 三 1， 

其 中 ei ,es ,es 为 常数 . 因 六 .六 , 太 均 不 为 常数 , 故 eyezyes 中 至 少 有 
二 个 不 为 0, 这 与 性 质 1 或 性 质 2 矛盾. 

下 面 继续 证 明 引 理 10. 10. 

BUR fii fen f. 线性 无 关 , 应 用 定理 1. 49 得 


$5 
TG.f) < 31NG 30 — NG qp ESCEP, 
xm] 了 


(10. 6. 16) 
REP DEER ffest, 的 Wronskian 行列 式 . 显然 
re PEE DI 
NG, 5) m (n+ NG, p) ING, F) 


Fork PNG.) 二 NGA. (10. 6.17) 


5 & (10. 6. 160, (10. 6. 17) 得 
aT (r,f) < TN GT) E INe, HSP 
«TG. HITE, g) 十 SCr 门 ， 
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再 由 (10.6. 3) 得 
aTe, N < ST. + Str f). 


因 nz 15. 上 式 不 能 成 立 . FPES "TEL sfs 线性 相关 . 即 存在 不 全 
为 零 的 常数 d,Cj -—1,2,,.5) ,使 


S 4, - o. (10. 6.18) 
pas] 


不 失 一 般 性 , 设 d. 关 0. H8 (10. 6.62, (10. 6. 18) 得 
ef: + esf; — efi +eJ:=1, 

其 中 eyezyesyei 均 为 常数 . 因 Sas Sadas IRAH die ee 
e, 中 至 少 有 二 个 不 为 零 , 这 与 性 质 1, 或 性 质 2, 或 性 质 3 了 矛盾 . 这 就 
证 明了 引 理 10. 10. 

引 理 10.11 A 不 为 常数 . 

证 。 BRES AAY BiA = cg ”其 中 ce 人 (天 0) 为 常数 ， 
于 是 g 没有 零点 .由 (10. 6. 5) 得 

F +af” — ceg" — beg " — ac — b, (10.6.19) 

BR "fuat rug ” 均 不 为 常数 . 如 果 ac — b t 0. 使 用 与 引 理 
10. 10 类 似 的 证 明 方 法 , 即 可 得 出 矛盾 ,于 是 ec — 5b 一 0. 由 
(10. 6. 19) 得 


" m 2 bg* 十 b? 
fF +af = ams (1C. 6. 20) 
应 用 定理 1. 13 得 
TG,f»-—TG.g Sir. D. (10. 6. 21) 
再 由 (10. 6. 20) 得 
ge 十 ef" — ls = 1. (10. 6. 22) 
显然 


TG ,g"P»)umTG.hP—TG,.,g7) 
= (n — mT ir, + So, f). 
TELST ARI mR f^ RAP EED e BOR 0 UB 
与 引 理 10. 10 类 似 的 证 明 方 法 ,由 (10. 6. 22) 即 可 得 出 矛盾 . 于 是 
* 586 * 


a" f^ ALBI RIS e" f" = dC 0). 由 (10. 6.222) 得 
adf" * = bg” + (b* — a*d). 

TEX — mYT Gr. f£) — n G.g»4- OO).3x5 00.6.21» 20 JB. 这 
就 证 明了 引 理 10. 11. 

引 理 10.12. ff 不 为 常数 . 

dE. 假设 为 常数 , 即 可 设 e* = cg-", 其 中 c( 关 0) 为 常数 . 
于 是 g 没有 零点 , 由 (10. 6. 5) 得 

f + af" — acg "7" — hg =c — b, (10. 6. 23) 

BRT S UU... BERE 如 果 < 562: 0, 使 用 与 引 理 
10. 10 2 4E Bj E 8H A 3k BD np GR HH CP JÉ. 于 是 c — 5-0. 由 
(10. 6. 23) 得 


faf" ~ tt. (10. 6. 24) 
应 用 定理 1.1318 
Tlr, D -—TGG,)TSr,D. (10. 6. 25) 
Bi (10. 6. 24) 得 
pe^ 十 paf 一 $4 =j (10. 6. 26) 


BREF 均 不 为 常数 ,如 果 g" 疡 不 为 常数 ,注意 到 g 没有 零 
点 ,使 用 与 引 理 10. 10 类 似 的 证 明 方 法 ,由 (10. 6. 26) 即 可 得 出 巴 
E FE an P ARW BIT iE a^ /* = dO 0). 由 (10.6.26) 得 
ad 广 o = abg" + (f — d). 
于 是 
(n mT ir, J) = mTG,g) +00). 
再 由 《10. 6.25) Msn — m =m Kn = 2m 3X n,m CB AAT 
盾 . 这 就 证 明了 引 理 10. 12. 
下 面 继续 证 明定 理 10. 52. 
由 引 理 10. 10,10. 11,10,12 知 ,fs 必 为 常数 . 设 f 圭 c (0). 
由 (10. 6. 5) 得 
F+ af” —cg^—acg" —b(c — D. (0.6.27) 
如 果 c 关 1, 使 用 与 引 理 10. 10 类 似 的 证 明 方法 即 可 得 出 矛盾 . 于 
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是 < 一 1. 由 (10.6.27) 得 
F — ge [=n alf" — g". (10. 6. 28) 


Rit S Æ g. Hao. 6. 28) 得 
alh — vY(h — ylh — v7) 


ge (h —uYRh —aub-Q—uu ' (10. 6. 29) 
APh 一 f 一 exp (25), = exp (Z8, BEP m 没有 公 因 


子 , 故 (10. 6. 29) 右 端的 分 子 与 分 母 也 没有 公 因 子 . 由 (10. 6. 29) 
知 ,À Jg dE TEECE BE PRÉC B Cj — 1,2, on — D OR A f Picard 
例外 和 值 , 这 是 不 可 能 的 .于 是 了 三 c. 

这 就 完成 了 定理 10.52 的 证 明 . 

定理 10.52 对 问题 10.6 给 出 了 肯定 的 回答 . 事实 上 ,定理 
10.52 中 的 集合 S 就 是 问题 10. 6 中 所 要 找 的 一 个 有 限 集 合 . 由 定 
理 10. 52, 可 得 下 述 

E. WES (w|w^d-aw^-d-56-—0),HrBnZ15,n mum 
5 与 mr 没有 公 因 子 ,a 与 5 非 零 , 且 满足 (10.6.1), 则 S Xj URS. 

定理 10. 52 中 的 条 件 与 % 没 有 公 因 子 是 必要 的 , 事实 上 ,由 
定理 10. 52 的 证 明 容 易 看 出 ,下 述 结论 成 立 . 

定理 10.53 设 f 与 g 为 非常 数 整 函数 ,S = {wlw 十 aw" 
十 上 二 0}, 其 中 为 正 整 数 ,a 与 6 为 非 零 常 数 , 且 满 足 m 2 8,a”” 
x b^. WME EGO = ES), lj S = tg Hop — 1, gs. 
RBS =b. 

定理 10.54 设 f 与 8 为 非常 数 整 函数 ,S — (wiu t aw 十 
b= Ob HR Slam Z5,n3y5 m,a 与 6 为 非 零 常数 , 且 满 
EAO. 6. D. WE ES) = ES), W = rg ,其 中 人 = 二 1 及 r= 二 
E 

显然 定理 10. 52 为 定理 10. 54 的 特殊 情况 . 


10.6.2 关于 整 函数 的 URS 的 进一步 结果 


1993 Æ , 4 HERE O9. 提出 下 述 问题 ， 
问题 10.7 定理 10. 52 中 的 条 件 z 之 15 是 否 必 要 ?能 否 被 另 
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-小 于 15 的 整数 代替 ?使 定理 10. 52 的 结论 成 立 的 =” 的 最 小 值 是 
多 少 ? 

问题 10.8 ”能 徊 找到 元 素 个 数 少 于 15 的 其 他 类 型 的 URS? 

最 近 , 仪 洪 勋 ”回答 了 问题 10.7 ,证 明了 下 述 

定理 10.55 Rn 5 mHERY, HPE n> 2m 十 4 m 
没有 公 因 子 . 再 设 a 与 2 为 非 零 常数 , 且 满 足 (10.6.1). 则 3 = 
tw [w^ 十 aw” + b= 0) WEAR URS. 

uk 设 f 与 g 为 非常 数 整 水 数 , 且 满 足 


E,GS) = E,CS) (10. 6. 30) 
设 
F=- pO iu (10. 6. 31) 
& (10.6.30 知 ,1 X F 5 G ES CM 公共 值 . 应 用 定理 1.13. H 
(10.6. 312 得 
TOP = nT, P) + SC,N), (10. 6. 32) 
T(r,G) — nT(r,g) + Str.g). (10. 6. 33) 


注意 到 f ARH, d (10. 6. 31) 得 
NE) = 20,3) < « 2TG,D +00) 


1 
af" +è 


«omT(G.f)-cOQO). 


Nr P x Nr, ) 
再 由 510. 6. 32) 得 


N, (i) TOM, P) < t 


Tir, F) + Sr, F). 


(10. 6. 34) 
DELL 


NE) + N.Gr,G) S T E 


mE Te O HSG. 


(10. 6. 35) 
Et TG) = max(T(r, Fo) T (r,G)). B1(10. 6. 34), (10. 6. 35) 得 
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N, GO + NabryF) 十 Na 去 ) + Nelr,G) 


imi Loq»TO) C&B). 


a 


由 定理 10. 1. 由 定理 7. 10 f Fe GRXEF «G 
= 1. 再 由 (10. 6. 32) , (10. 6. 33) 得 


TG. — T(r,g) +t Sir. (10. 6. 36) 
NUR F Gi 
fg = af" + lag" +b). (10. 6. 37) 


假设 m Z9 2. Ww ws ow. A aw" 十 5 二 0 的 mr 个 判别 的 根 . 设 
zj 为 f — w, 的 零点 ,由 (10. 6.37) 知 ,z; 至 少 为 了 一 wj 的 n EE 
点 .因此 

8G f) 221 — E G S Mem). 
这 是 不 可 能 的 .假设 m = 1. 由 (10. 36), (10. 6. 37) 得 


Ne = Nen Ep SNOT 


X «rca 十 OCD x EM LTG, +S, f) 


X; 1 1 1 1 
NOS py Pp < P NG FF p x 4G TOO). 
再 由 第 二 基本 定理 得 


Tr. «No + Nir, =) Sub 


E 
< lTG. + ire, f) +S, f) 


= ËT 4s, 
这 是 一 个 矛盾 . 
W F =G, M] 
af"g^(f*" —g^")-—b(f — g"). (10. 6. 38) 
假设 f Æg HAO. 6.38) 得 
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b | (h — u)(h — ute — wi) 
a (h — vY(h — v^) (h — wo?» 
(10. 6. 39) 


JERA = pu = exp IP) su = exp 20) en m RAA 
因子 , 故 (10. 6. 39) 右 映 的 分 子 与 分 母 也 没有 公 因 子 . 由 
(10. 6. 39) 4i, h AFAR ERR, E v0 — 1,2, —m— D 
IA h [fj Picard 例外 值 , 这 是 不 可 能 的 .于 是 二 g. 
由 定理 10. 55, 可 得 下 述 
系 . 设 4 与 5 为 非 零 常数 , 且 满 足 
Pipit 
a! ri 
MS = {wlw + aw +b = 0} 为 整 沙 数 的 URS. 
最 近 , 李 平 - PER, A thE T REL 10. 7?, 证 明了 
Tx 
定理 10. 56 Rn 5m AIESESG ELLE n> 2m 4n m 
RACHAT. BEULa 5 bA ERAR ERRAN B w^ raw" 
b= 0 RAER. US = wlw" 十 aw™ +h = 0 Kn. 
URS. 
证 . 设 f 与 g 为 非常 数 整 函 数 , 且 满足 
E,CS) = E,CS). (10. 6. 40) 


px 


设 
F =— Lf" +a), G =— Egg" + a). 
H (10. 6.40 知 ,1 为 五 与 人 的 CM 公共 值 . 与 定理 10.55 的 证 明 类 
似 , 应 用 定理 7.10 BIER F —GEEF-G-i.BPBEHHSERE 10.55 的 
证 明 方 法 , 即 可 得 到 /二 g. 
由 定理 10. 56 ,可 得 下 述 
R. 设 4 与 5 为 非 零 常数 , 且 满 足 
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W S = («ww + auw’ + b = 01 AIRE URS. 
现在 ,我 们 引入 下 述 记 号 : 
Ug = {S15 为 整 函数 的 URS}, 
Ce = min {a (S) |S € Le 
其 中 an 表示 集合 5 中 元 察 个 数 . 我 们 有 下 述 
定理 10.57 4 «Cx 7. 
证 . 定理 10.55 的 系 和 定理 10.56 的 系 都 证 明了 Cs 所 7, 下 


面 证 明 Cs > 4. 

S= laaah RP aG — 1,2,3) 为 任意 三 个 判别 的 有 
穷 复数 . 置 

7(z) = a, 十 (as — ape"? ,g(z) 一 al + (a, — aj)e ^", 


其 中 a(z) 为 任意 非常 数 整 荡 数 , 容 易 验 证 ,ECS) 一 EGO), fB £ 
Eg TYJÉ Ciz a. 


10.6.3 ” 亚 纯 范 数 的 唯一 性 象 集 


与 定义 10. 3 类似, 我 们 也 可 引入 亚 纯 函数 的 唯一 性 象 集 的 概 
a. 
定义 10.5 FARS 使 得 对 任何 两 个 非常 数 亚 纯 函数 了 与 
g RAWE ES) = ES), WA f£ — g PE SR S 为 亚 纯 函数 
的 唯一 性 象 集 , 并 以 URSM 表 之 . 
最 近 , 仪 浴 勋 “证 明了 下 述 
定理 10. 58 iEn m AEN HE mz2nL2m-8, 
nig m RASAT. BE a 与 为 非 零 常数 , 且 满 足 (10. 6. 15. 则 
S = {wiw + aw" --b-0)3 URSM. 
W. 设 了 与 gs 为 非常 数 亚 纯 函 数 , 且 满足 
ES) = E,CS). (10. 6. 41) 
B 
=- uS um (10. 6. 42) 
Hi (10.6.41) 知 ,1 为 F 5 G BS CM 公共 值 . 应 用 定理 1.13. 由 
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(10. 6. 42) 得 


TG,F) = nT ir, f) 4S, (10. 6. 43) 
TGo,C) =a aTr, g) + SCr,g). (10. 6. 44) 
由 《10. 6. 42) 得 


Nadr, 皮 ) = 2N eh) < 2T Gf) +00), 


* ` X 1 
N,G,F) s 2N(r, £O + NO rp 
S (m+ 2T G,f) +00). 
再 由 (10. 6. 42) 得 


NE) No) < E 


nb brc + SCr,F). 


(10. 6, 45) 
同 理 可 得 
1 ; - m 一 4 
Nrg) + N.G,G) sz — T(r,G) 十 SQCr,G). 


(10. 6. 46) 
€ Tír) = max!T ir, F), T(r,G)}. H3 (10. 6.45), (10. 6. 46) 得 


N,G dO + NaF) + NiE) + Ni GIO) 


E 


xt T oODTGO) CAE. 


m$ ca, 再 由 定理 7. 10 得 正三 G 或 


由 定理 10. 58 的 条 件 知 ， 
F-Gzzi. 

üRF-Ge-1.W 

ge os ctt 
af" +b ag"-Fé 
ik z, 29 fS p 重 极 点 ,由 (10.6.47) Az, DA e 的 0 点 . 设 z, 为 
g 的 9g 重 0 点 .再 由 (10.6.47) 知 ， 
(n — m)p = ng. (10. 6. 48) 
注意 到 与 mr 没有 公 因 子 ,由 (10. 6.48) AD. p An HAT. AE P 


= n. 由 此 即 得 


=]. (10. 6. 47) 
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NND S İNG, AS Ire, P. 


& Un Ure, DJ aw" += 0 f 0 TARR. 设 z; 为 了 一 v; 的 
零点 , HR (10.6. 47) 知 ,z; 至 少 为 了 一 w, 的 二 重 零点 .因此 


u 1 lx. i 1 
Nepi HN) «lrce)£00. 
注意 到 m 2-2. 由 第 二 基本 定理 得 
(m — DT GC D «NoD + DN, oL + Sn) 
ji j 


«UE TG.) 4 so. f, 
这 是 一 个 矛盾 . 
WR F=, 

af"g"(fe m -- g") =— b(f" — gy, (10. 6. 49) 
Rit f = g. 00.6.49) 得 

P b , R — u) — uw) lh — un) 

a (h — v)(h — e {h — oiy’ 
(10. 6. 50) 


甚 中居 =L u = exp, = expC Do Tn m EOS AS 


因子 , BE CIO. 6.500 右 端的 分 子 与 分 母 也 没有 公 因 子 . 由 
(10. 6. 50) 知 , 有 为 非常 数 亚 纯 函数 ,上 且 一 wi(j — 1,2, 1) 
的 零点 的 重 级 均 > m, 因此 l 
No p « INe. l »«lTG,)400) 
一 u m a m 
再 由 第 二 基本 定理 得 
(n -- 3 TG. h) x S Ne pp 二 Slr,h) 


了 一 1 


H1 
这 是 一 个 矛盾 , 于 是 f 二 &. 
HEM 10. 58, 即 得 下 述 
系 ， 设 a 与 2 为 非 零 常数 , 昌 满 足 
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TG,h) + SCr,h), 


m 
Ux 


puc. 96v] 
a 135 bd 
WS = (ww? + au? +h = 0) 为 URSM. 
最 近 , 李 平 - 杨 重 骏 “” 证 明了 下 述 
定理 10.59 Bn 5 m XAIESEE, BUE m Z9 2,n > 2m 十 
10,2 5 m BUB ANT. 再 设 a 与 5 为 非 零 常数 ,使 得 代数 方程 ww" 十 
au" +b = 01:48 XR. MS = {wlw + aw" — b= 0) 为 
MURS. 
HR uESB T EER 10. 59 Ra FEER. 
EH 10.60 把 定理 10. 59 PRH n — 2m +10 RJ n> 2m 
十 8, 定理 10. 59 的 结论 仍 成 立 . 
证 . 3 f 5 goWdp E SERGRSTE HUE 
E,G) = ES). (10. 6.51) 
设 
F = dft" +a), G = lg + a), 


gi (10. 6.51) 知 1g F 55 G i CM AHE. 与 定理 10,58 的 证 明 类 
似 , 应 用 定理 7.10 BD4R F — G EF -G 三 1. 再 使 用 定理 10. 58 的 
证 明 方法 , 即 可 得 到 了 = a. 
由 定理 10. 60, 可 得 下 述 
AU .Mues-Reinders'? 应 用 亚 纯 曲线 的 Cartan 第 二 基本 定 
理 , 也 证 明了 定理 10. 60. 
系 . 设 a 与 5 为 非 零 常数 , 且 满 足 
», - 2? " il" 
"IE 135 ^ 
WS = {wiw + aw! — b = 0) JURSM. 
现在 ,我 们 引入 下 述 记号 ， 
Us = {515 X URSM}, 
Cu = minianCS)| 5$ € Uy), 
其 中 2(S) 表示 集合 3 中 元 素 个 数 . 我 们 有 下 述 
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定理 10.61 5x Cx 13. 
WE. — FRAE E 10. 58 的 系 或 定理 10. 60 的 系 易 知 ,Cw 13. F 
面 证 明 Cy z 5. 
dS — (21,,4:,2,,a,) Kr a; Cj — 1,2,3 40 为 任意 四 个 判别 
的 有 穷 复 数 , 置 
atz) 


f(x) a. L 7 721) —7 m Cas 一 Gaje 


(a; -- a) — (a4 — aj)? ' 
g(2) = ala — 一 ai(a, — age "n 
Mg + 
(a, —- a1) — (a, — aj)e "? 


其 中 aC 为 非常 数 整 函数 . 容易 验证 ES) — E,CSD B f ZÉ g. 
于 是 Cy 5. 


10. 6.4 ”定理 10. 58 的 补充 


现在 自然 要 亲 , 如 果 定 理 10. 58 HAE (E m 27 2 89 m = 138 
R[f8 fer fée v CBE OO 回答 了 这 个 问题 ,证 明了 下 述 

定理 10.62. iS = (wlw" + aw +b — 0), HP n 2 10,a 
与 为 非 零 常数 ,使 得 代数 方程 w 十 aw +t b= 0 没有 重 根 . 设 上 
5 g 为 两 个 不 同 的 非常 数 亚 纯 函 数 , 且 满 足 ES) 一 ES), W 
bn —1) b^ —1) 


T=- aD ETO Gm dy 
其 中 由 为 非常 数 亚 纯 函 数 . 
证 . 设 


一 一 EE a G 一 一 g 
af +b ag tb 
使 用 定理 10.58 的 证 明 方 法 可 得 下 三 G 或 RG 二 1. 
mF- G=1,ğ] 


ES 
py az Rc (10. 6. 52) 

应 用 定理 1. 13, 由 (10. 6. 52) 得 
T(r,g) = Tir. £4 SG,f). (10. 6.53) 


与 定理 10. 58 的 证 明 类 似 ,我 们 也 可 得 到 
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Nó, s CN (rf) x Lr, 


PPM a PANNE uS Ire 
Nu ys rop PEZTA +00)... 
同 理 可 得 
Rrr oy 了 SUE 
Niír,g)s " N(r,g)s xu 
Nir, h dia e e ye linc 
" ag db C o£» 'ag +h >n dé ` 
o dieu s i 
Nor. FEES AN rgo eN UE E 
再 由 549.6.53》 得 
er 了) Ec E {rag + OO) 
= ET io a Sf). 
A 
TD E Rido! Web 4 Noem + BC) 
e f+ 5 


[^ 


c" Mpeg == SG.» 


WR Foz GB 
afg c gt!) =- bP — g"). (10. 6. 54) 
注意 到 ./ s^ g ph (10. 6.54: 得 


v- ? 
M XL (10.6.55) 
EPA = É. GENE NETTTEPEIEYTT 


这 就 得 号 定理 10.62 的 结论 ， 
UBER UP 还 证 明了 下 述 结论 . 
定理 10.63 — WES — iwl taw! 4b 0), Ka 10, 
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a Ej b REFRE EREDE w^ 十 arw" t b = 0 RAER. 
设 了 与 8 为 两 个 不 同 的 非常 数 亚 纯 函数 , 且 满 足 EG) = EC, 
则 


O ARTD aW) 
Í m h* ES 1 )|87- h^ — 1 3 
RPA 为 非常 数 亚 纯 函 数 . 


定理 10.63 的 证 明 与 定理 10. 62 的 证 明 类 似 , 故 略 去 . 定理 
10.63 显示 了 定理 10. 60 PRF m 2189 m = 1 We. 


10. 6.5 有 具有 一 个 IM 公共 值 集 的 唯一 性 


现在 自然 要 向 , HR T gg Sh AER EQ) = ES) 换 为 
E,CS) = ES MERE GTC t DLPERE OO. 回答 了 这 个 问题 ,证 明 
T FÆ. 

定理 10.64 ES = {wlw t aw" +b = 0}, 其 中 nn 与 m 为 
EY, HEME m 22 2, n 2» 2m + ltn 与 m 没 有 公 因 子 ,a 与 5 为 
FERR AWE. 6. 1). 设 下 与 g 为 非常 数 亚 纯 沙 数 , 且 满 足 
E,QS) = ES), R fF eg. 


Se EMEN A 
F "TIU G 一 TE (10. 6. 56) 
Hj ES) = ES 知 ,1 为 与 G 的 IM 公共 值 .应 用 定理 1.13, 
Ej (10. 6.56) 得 
TGG,F) = nTG,f) + Sir, f), (10. 6.57) 
TG,G) = nT(r,g) + SCr,g). (10. 6. 58) 
设 
EIH. (10. 6. 59) 
BHÉ-—FJ—H,.f,-—-— HG. HA0. 6.59) 得 
3 
MILI (10. 6. 60) 


如 果 fofa Sı 线性 无 关 , 应 用 定理 1.48, 有 由 (10. 6. 60) 得 
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Tir fi) Nr oT(r)) (c & E). —(0.6.61) 
其 中 
Wir = DD NG, }) HND) 一 NGr fD 
peri 


- N60 = NoD, (10. 6. 62) 
DR fi. f. Ja W Wronskian FAR, T O) = max (Tr, f) }. 
显然 fj(j 一 1,2,3) 的 等 点 与 人 D 的 极点 仅 可 能 出 现在 下 述 三 个 集 


per 
E, = {ziz H F R G 的 零点 或 报 点 }， 
E, = íziz € EGO. BH. e HH IRL 


E, = {ziz € ÉS). Bz MH IIR. 
下 面 分 三 种 情况 来 讨论 . 在 第 RR = 1,2,3) 种 情况 中 ,7,g,D… 
的 极点 的 相应 的 计数 函数 分 别 记 为 NO QD NY Cn go) NT? Gn, 
D). =. FR 


3 
NY = YNV. P 十 N”, D) 一 dr 万) 


—N8 de f) 一 N' Gud. (10. 6. 63) 
则 
3 
NG = J NYC). (10. 6. 64) 
A=1 


情况 1. 假设 x € E.. 
与 定理 7.10 的 证 明 类 羽 , 我 们 可 得 到 
ND Neruda E N GF) + NE) 
+ N,{r,G). (10. 6. 65) 
与 定理 10. 58 的 证 明 类 似 ,我 们 可 得 到 
Nar) ENGE) 十 Na, 去) Ni GO) 


<” 3 (TO,F) Ti d Tér,G) + o(7 G0) G & E). 


(10. 6. 66) 
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Ei C10. 6. 652, C10. 6. 66) 得 


2 一 


NV” S —T (r.F) + ————T (0,G) + o(T G0) 


(r & E). (10. 6. 67) 
情况 2. 假设 CE. 
B z, € ,县 zo 为 及 的 p 电 零点 .由 (10.6.59) 知 ,zo 为 广 十 
af" 十 b 的 零点 ,也 为 外 ag” 十 5 的 零点 ,其 重 级差 刚 好 等 于 p. 
BE wwr ew, A w e aw" 十 5 二 0 的 有 个 判别 的 祖 . 则 


t2) Ey em e Ar i = VN 1 
NDE) DA E SD DN 


由 定理 1.24 得 
Ni. 40 & No 4 NoD «TG D O00. 
于 是 
NOAD LTH +O, (10.6.68) 
设 zo 为 日 的 2 重 零 点 ; 易 知 ,zo 不 为 f 的 零点 与 极点 ,为 f 的 p 
重 零 点 ,也 为 f; 的 户 重 零点 .因此 zo 为 局 的 至 少 2p 一 2 EFA, 
gis 
NO (r) «x 2N9 Gap «4TG. D + OA). (10. 6. 69) 
情况 3. 假设 = E E. 
zane 五 ; E z: H H Bg HR. Bj (10. 6. 59 4], zo Æ g + 
ag" 十 5b 的 零点 ,也 为 f° 十 ag” --b BITE LER ERSENI ERAS q. 
与 情况 2 类 似 ,我 们 可 以 得 到 
NO (e. H) 和 Nis) « No. 1) + KN(r,g) 
x 2TG,g) +00). 
设 ze 为 五 的 9 重 极点 , 易 知 ,zo 不 为 矿 的 零点 与 极点 ,为 靖 的 9? 重 


极点 ,也 为 有 :的 g 重 极点 ,注意 到 DD 一 ji j ,因此 有 “为 PD 的 
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至 多 9 十 2 恒 极 点 ,由 此 即 得 
NOI LNO C,H) s 2T(r.g) +00). (10.6.70) 
Hi C10. 6. 64), (10. 6. 67) , (10. 6. 69), (10. 6. 70) 得 


从 二 


No) «7 + mY êro, Ey U— TG.) -o(TG» 


C & ED», (10. 6. 71) 
Vw suut, Au 十 are 十 五 一 0 的 根 , 由 第 二 基本 定理 


得 
(a — 2G. ime; E DESCA) 
= | RE 
< , T rg) + SG: 
于 是 
Te, c Aa JT SG.f. 
同 理 也 有 


TG,g) « TS 


n 


BEBE (10.6. 572, (10. 6. 58) 得 


TG.G) € ——TG.F) t SG,F). (10. 6.72) 
Fi C10. 6. 712, (10. 6. 72) 得 
Nip g (PE m Bl TG. ti SG.F). 


(10. 6. 73) 
注意 到 n I 2m — 15., ÑH (10. 6.61), (10. 6. 732 得 
TOE) «(A - oCDOTG,F), CAE) 


m8 mt- m F8 m t6 
ERAS n > n—2 *2m-185 Zm- 18 ^» 这 是 一 个 


FA. TÆN Sof RER ER T. 10 的 证 明 类 似 , 我 们 也 可 
$33] F -— G3 F-Gz 1. Sg E 10.58 的 证 明 类 似 , 可 得 了 = g. 
显然 定理 10, 64 为 定理 10. 58 的 改进 ,使 用 类 似 的 方法 ,可 得 
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TREH, CHIEH 10.00 的 改进 . 

定理 10.65 BS = {wiw + aw" +b = 0), HHn 5 m 
HERM., ELA Em > 2.2 29 2m + l4, 与 m 没 有 公 因 子 ,a 与 5 
为 非 零 常数 ,使 得 代数 方程 w’ Law" Fb 二 0 没有 重 根 , 设 f 与 
8 为 非常 数 平 纯 酒 数 ,和 且 满 足 Ej(S) = (5), 则 了 二 g. 

使 用 类 似 方 法 ,也 可 证 明 下 述 

EH 10.66 — VES = wlw" aw” +b= 0 其 中 与 mm 为 
IE SERE ELE RE n9 2m - 7 ,nn 与 mx 没有 公 因 子 ,a 与 5 为 非 零 常数 ， 
IWED. RI gA ERRERA, HE ES) = 
ES , 则 了 三 8， 

定理 10.67 iS = {wlvw + aw" 十 六 一 0) ,其 中 于 与 以 
AER, HP E n D> 2m Tan Em EUR ABIT a 与 5 为 非 零 常 
数 . 使 得 代数 方程 w" dau "n + b = o RAER. UE S gud 
TORRE HRE EGO = EQUDSIWI A m g. 

显然 定理 10.66.10. 67 分 别 为 定理 10. 55,10. 56 的 改进 . 

与 本 节 有 关 的 结果 百 参 看 Gross" (UBER S099 , 李 平 - 
15H 38 7, Mues-Reinders??, 
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